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Λογική σύνδεση των προτάσεων 1-26 των 
«Στοιχείων» του Ευκλείδη 
(µε αναφορές σε κρυφές κοινές έννοιες κι αξιώματα) 


Λογική συνάρτηση Των προτάσεων 1-26 


Ουδέτερη Γεωμετρία 
Με τον όρο αυτό , δηλ. ουδέτετερη ή απόλυτη Γεωμετρία, εννοούμε τις προτάσεις 


1-28 του πρώτου βιβλίου του ευκλείδη, οι οποίες, είναι ανεξάρτητες από το 
περίφημο πέμπτο αίτηµα των στοιχείων. Πιο συγκεκριµένα, οι προτάσεις 1-26, 
αποτελούν την λεγομένη γεωμετρία των σημείων, γραμμών γωνιών και 
τριγώνων. 

Παραθέτουµε παρακάτω τους 25 ορισμούς (όρους ), τα 5 αξιώματα (Αιτήματα) 
και τις 26 προτάσεις από το πρωτότυπο κείµενο θέτοντας µόνο τις επικεφαλίδες. 
Ανάμεσα στις κοινές έννοιες 4 και 5 παρεμβάλονται εντός αγκυλών και τρεις 
άλλες που υπάρχουν στην έκδοση Βαρλαάμ -Δασυποδίου , αλλάξαμε όµως την 
αρίθµηση. Η κοινή έννοια 9 εµφανίζεται στην Ι.4. και παρατίθεται επίσης. 


Όροι (Ορισμοί) 
1. Σημεῖό ν ἐστιν, οὗ µέρος οὐθέν. 
αν ( αππῇῖἁ Εὲ µῆκος ἀπλατές. 

8. ἀθππή] αὲ πέρατα σημεῖα. 

4. Εὐθεῖα γραµµή ἐστιν, ἤ τις ἐξ ἴσου τοῖς ἐφ' ἑαυτῆς 
σηµείοις κεῖται. 

5. Ἐπιφάνεια δέ ἐστιν, ὃ μῆκος καὶ πλάτος µό νον ἔχει. 

6. Ἐρί[ 8ηθ.α] αἱ πέρατα γραμμαί. 

7.  Ἐπίπεδος ἐπιφάνειά ἐστιν, ἤ τις ἐξ ἴσου ταῖς ἐφ' 
ἑαυτῆς εὐθείαις κεῖται. 

8. Ἑρ.ρθαο αὲ γωνία ἐστὶν ἠἐν ἐπιπέδῳ δύο γραμμῶ 
ἁπτομένων ἀλλήλων καὶ μὴ ἐπ' εὐθείας κειμένων πρὸς 
ἀλλήλας τῶ γραμμῶ κλίσις. 

9, "Οἰ8η αὲ αἱ περιέχουσαι τὴ ν γωνίαν γραμμαὶ εὐθεῖαι 
ὡσιν, εὐ θύγραμµος καλεῖται ἡγωνία. 

10.“Οίαπ αὲ εὐ θεῖα ἐπ' εὐθεῖαν σταθεῖσα τὰς ἐφεξῆς 
γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιῇ ὁ ρθὴ ἑκατέρα τῶ ἴσων γῶ- 
νιῶ ἐστι, καὶ ἡἐφεστηκοῖα εὐ θεῖα κάθετος καλεῖται, 
ἐφ' ἣν ἐφέστηκεν. 

11. ᾽Αμβλεῖα γωνία ἐστὶν ἡμείζων ὁ ρθῆς. 
12..Οχε(8 αὲ ἠἐλάσσων ὀρθῆς. 
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13. Ὄρος ἐστίν, ὅ τινό ς ἐστι πέρας. 

14. Σχῆμά ἐστι τὸ ὃ πό τινος ἤ τινων ὅ ρῶν περιεχό µενον. 
15. Κύκλος ἐστὶ σχῆμα ἐπίπεδον ὑ πὸ μιᾶς γραμμῆς 
περιεχό µενον [ἣ καλεῖται περιφέρεια], πρὸς ἣν ἀφ' ἑνὸς 
σημείου τῶ ἐντὸ ς τοῦ σχήματος κειμένων πᾶσαι αἱ 
προσπίπτουσαι εὐθεῖαι [πρὸς τὴ ν τοῦ κύκλου περι- 

φέρειαν] ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. 

16. Κδπίγοπ αὲ τοῦ κύκλου τὸ σημεῖον καλεῖται. 

17. ὈλΕπείγο] αὲ τοῦ κύκλου ἐστὶν εὐ θεῖά τις διὰ τοῦ 
κέντρου ἡ/μένη καὶ περατουµένη ἐφ' ἑκάτερα τὰ µέρη 

ὑ πὸ τῆς τοῦ κύκλου περιφερείας, ἥ τις καὶ δίχα τέμνει τὸ ν 
κὐκλον. 

18. Ἡμικῦ κλιον δέ ἐστι τὸ περιεχό µενον σχῆμα ὑπό τε 
τῆς διαμέτρου καὶ τῆς ἀπολαμβανομένης ὑ π' αὐτῆς περι- 
φερείας. ΚόὀπίΓοη αὲ τοῦ ἠιικυκλίου τὸ αὐτό, ὃ καὶ τοῦ 
κύκλου ἐστίν. 

19. Σχήµατα εὐθύῦ γραμµά ἐστι τὰ ὑ πὸ εὐθειῶ περιεχό - 
μενα, ἵΓ.ρἱ 6ΙΙΓ8 πὲν τὰ ὑπὸ τριῶ, [είγερἱ 6ιιΓα αὲ τὰ 
ὑ πὸ τεσσάρων, ροἱ ὦρί 6ιΙΓ8 αὲ τὰ ὗ πὸ πλειό νων ἢ τεσσά- 
ρων εὐθειῶ περιεχό µενα. 

20. ΤΙΠ ἀαὲ τριπλεύρων σχημάτων ἰσό πλεΌυρον μὲν τρί- 
γωνό ν ἐστι τὸ τὰς τρεῖς ἴσας ἔχον πλευράς, ,505Κ6ἱ ἐς δὲ 
τὸ τὰς δύο µό νας ἴσας ἔχον πλευράς, 9ΚΔΙ ηπΟπ αὲ τὸ τὰς 
τρεῖς ἀνίσους ἔχον πλευράς. 

21. "ΕΙ αὲ τῶ τριπλεύρωῶων σχημάτων ὁ ρθογώνιον μὲν 
τρἰγωνό ν ἐστι τὸ ἔχον ὀ ρθὴ ν γωνίαν, ΦΠποι αοδπἰοπ αὲ τὸ 
ἔχον ἀμβλεῖαν γωνίαν, Νχιρόπίοη ἄὲ τὸ τὰς τρεῖς ὁ ξείας 
ἔχον γωνίας. 

22. ΤΠ αὲ τετραπλεύῦρων σχημάτων τετράγωνον μέν 
ἐστιν, ὃ ἰσό πλευρό ν τέ ἐστι καὶ ὁ ρθογώνιον, ἑτερό µηκες 
δέ, ὃ ὀ ρθογώνιον μέν, οὐ κ ἰσό πλευρον δέ, ὤ µβος δέ, ὃ 
ἰσό πλεΌρον μέν, οὐκ ὀ ρθογώνιον δέ, οπΏοεί αὲς δὲ τὸ τὰς 
ἀπεναντίον πλευράς τε καὶ γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ἔχον, 

ὃ οὔτε ἰσό πλευρό ν ἐστιν οὔτε ὁ ρθογώνιον’ ἵι ὲ παρὰ 
ταῦτα τετράπλευρα τραπέζια καλείσθω. 

23 .Παράλληλοί εἰσιν εὐθεῖαι, αἵτινες ἐν τῷ αὐ τῷ ἐπι- 
πέδῳ οὖσαι καὶ ἐκβαλλό µεναι εἰς ἄπειρον ἐφ' ἑκάτερα τὰ 
µέρη ἐπὶ µηδέτερα συμπίπτουσιν ἀλλήλαις. 








90600 0οοοο 
1. 'Αἴήσθω ἀπὸ παντὸ ς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον 
εὐθεῖαν γραμμὴ ν ἀγαγεῖν. 
2.Κ8΄ ρορεΓαςπὔππη θἱ)οε«ᾶη Καὶ! {Ό θιηθοὲς ἐπ' εὐ - 
θείας ἐκβαλεῖν. 
3. Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήµατι κύκλον γρά- 
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φεσθαι. 

4. Κ8΄ ρεςαἱ {1 | γα | οινη.αἱ 1αἱ ΦΙ | »Ι αἰἱ αἶναι. 
5. Καὶ ἐὰν εἰς δὺο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς 
ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐ τὰ µέρη γωνίας δύο ὀ ρθῶ ἐλάσσονας 
ποιῃ ἐκβαλλομένας τὰς δύο εὐθείας ἐπ' ἄπειρον συμπί- 
πτειν, ἐφ' ἃ µέρη εἰσὶν αἱ τᾶ δύο ὁ ρθῶ ἐλάσσονες. 


ΚΟΙΝΗΣ ΕΝΝΟΤΕΙΣ 








1.Τὰ τῷ αὐ τῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα. 

2. Καὶ ἐὰν ἴσοις ἴσα προστεθῇ τὰ ὅ λα ἐστὶν ἴσα. 

38. Καὶ ἐὰν ἀπὸ ἴσων ἴσα ἀφαιρεθῇ τὰ καταλειπό µενά 
ἐστιν ἴσα. 
4. Καὶ τὰ ἐφαρμό ζοντα ἐπ' ἄλληλα ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν. 
(63).[Καὶ ἐὰν ἀνίσοις ἴσα προστεθῇ τὰ ὅ λα ἐστὶν ἄνισα. 

( 7.) Καὶ τὰ τοῦ αὐτοῦ διπλάσια ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν. 
(83.) Καὶ τὰ τοῦ αὐ τοῦ ἡμίση ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.] 
5.Καὶ τὸ ὅ λον τοῦ μέρους μεῖζον [ἐστιν]. 


( 9χ) Καὶ δύο εὐθεῖαι χωρίον οὐ περιέχοῦσιν. 


Κατωτέρω, παρατίθεται το αρχαίο κείµενο και οἱ αποδείζεις των προτάσεων 1-26 του 
βιβλίου [των Στοιχείων. Εντός των εγχρώµων παρενθέσεων γίνεται μνεία των όρων, 
αιτημάτων και κοινών εννοιών που χρησιμοποιεί ο Ευκλείδης. 


τοι 
Ἐπὶ τῆς δοθείσης εὐθείας πεπερασµένης τρίγωνον ἰσό - 
πλευρον συστήσασθαι. { 





-. οι 
ή νι 
/ 
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ἈΠΟΔΕΤΙΕΗ: Ἔστω ἡδοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασμένη ἠ ΑΒ. 
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Δεῖ δὴ ἐπὶ τῆς ΑΒ εὐθείας τρίἰγωνον ἰσό πλευρον((ορ.20) συστή- 
σασθαι. 
ἱΚδπίγ.) πὲν τῷ Α διαστήµατι δὲ τῷ ΑΒ κύκλος γεγρά- 

φθω ὁ ΒΓΔ, (ΑΙΤ.3) Κά᾽ ΡΕΙ Π Κδπίγι πὲν τῷ Β διαστήµατι δὲ 
τῷ ΒΑ κύκλος γεγράφθω ὁ ΑΓΕ, καὶ ἀπὸ τοῦ Γ ση- 
µείου, καθ' ὃ τέμνουσιν ἀλλήλους(ΑΞΙΩΜΑ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ) οἱ κύκλοι, ἐπὶ τὰ Α, Β 
σημεῖα ἐπεζεῦ χθωσαν εὐθεῖαι 
αἱ ΓΑ, ΓΒ. (ΑΣ.1) 

Καὶ ἐπεὶ τὸ Α σημεῖον κέν- 
τρον ἐστὶ τοῦ ΓΔΗΒ κύκλου, “(Ορ.15) 
ἴση ἐστὶν ἠΑΓ τῃΑβπάλιν, 
ἐπεὶ τὸ Β σημεῖον κέντρον 
ἐστὶ τοῦ ΓΑΕ κύκλου, (Ορ.19) ἴση ἐστὶν ΠΒΓ τῇῃΒΑ. Τάθ.ααι αὲ 
καὶ ΓΓΑ τῇΑΒ ἴση: ἑκατέρα ἄρα τῶ ΓΑ, ΓΒ τῇῃΑΒ 
ἐστὶν ἴση. ἴι αὲ τῷ αὐ τῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα: (Κ.Ε.Ί)καὶ ἡ 
ΓΑ ἄρα τῇΓΒ ἐστὶν ἴση: αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ΓΑ, ΑΒ, ΒΓ 
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. 

Ἴσό πλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, καὶ συνέσταται 
ἐπὶ τῆς δοθείσης εὐθείας πεπερασµένης τῆς ΑΒ. 

[Ἐπὶ τῆς δοθείσης ἄρα εὐθείας πεπερασµένης τρἰγῶνον 
ἰσό πλευρον συνέσταται]- ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


|2. 
Πρὸ ς τῷ δοθέντι σηµείῳ τῇδοθείσῃ εὐθείᾳ ἴσην εὐ θεῖαν 
θέσθαι. 
4 
Δ 
Β 
Α .. 
κι 

ἈΠΟΔΕΤΕΗ: Θ 


Ἐςσίνν {ὄ πὲν δοθὲν σημεῖον τὸ Α, Ί αὲ δοθεῖσα εὐθεῖα 
ΠΒΓ: δεῖ δὴ πρὸ ς τῷ Α σηµείῳ τῇδοθείσῃ εὐθείᾳ τῃΒΓ 
ἴσην εὐθεῖαν θέσθαι. 
Ἐπεζεῦ χθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Α σηµείου ἐπὶ τὸ Β σημεῖον 
εὐθεῖα ἡ ΑΒ(ΑΣ.Ί), καὶ συνεστάτω ἐπ' αὐτῆς τρίγωνον ἰσό πλευ- 
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ρον τὸ ΔΑΒ,(|.Ί1) καὶ ἐκβεβλήσθωσαν ἐπ' εὐθείας ταῖς ΔΑ, 
ΔΒ εὐθεῖαι αἱ ΑΕ, ΒΖΑξ.2) καὶ ΚδπίΓν) πὲν τῷ Β διαστήµατι 
αὲ τῷ ΒΓ κύκλος γεγράφθω ὁ ΓΗΘ,(ΑΕ.3) καὶ πάλιν κέντρῳ 
τῷ Δ καὶ διαστήµατι τῷ ΔΗ κύκλος γεγράφθω ὁ ΗΚΛ.(αξ.3) 
Ἐπεὶ οὖν τὸ Β σημεῖον κέν- 
τρον ἐστὶ τοῦ ΓΗΘ κύκλου, “(Ορ.19) ἴση 
ἐστὶν ΊΒΓ τῇΒΗ. πάλιν, ἐπεὶ 
τὸ Δ σημεῖον κέντρον ἐστὶ 
τοῦ ΚΛΗ κύκλου, ἴση ἐστὶν 
ΔΑ τῇΔΗ, ὦ ἠΔΑ τῇ 
ΔΒ ἴση ἐστίν. λοιπὴ ἄρα ἣ 
ΑΛ λοιπῇῃτῇΒΗ ἐστὶν ἴση. (Κ.Ε.3) 
τήθ.οοἩ ὲ καὶ ηΒΓ τῃΒΗ 
ἴση: ἑκατέρα ἄρα τῶ ΑΛ, 
ΒΓ τῇΒΗ ἐστὶν ἴση. ἵι αὲ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις 
ἐστὶν ἴσα”(ΙΚ.Ε.Ί) καὶ ἡ ΑΛ ἄρα τῇΒΓ ἐστὶν ἴση. 
Πρὸ ς ἄρα τῷ δοθέντι σηµείῳ τῷ Α τῇδοθείσῃ εὐθείᾳ 
τῇΒΓ ἴση εὐθεῖα κεῖται ΑΛ’ ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


Ι9. 
Δύο δοθεισῶ εὐθειῶ ἀνίσων ἀπὸ τῆς μείζονος τῇ 
ἐλάσσονι ἴσην εὐθεῖαν ἀφελεῖν. 


ΑΠΟΔΕΙΤΞΗ: 
Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐθεῖαι 
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ἄνισοι αἱ ΑΒ, Γ, ὦ μείζων ἔστω ἡ 
ΑΒ; δεῖ δὴ ἀπὸ τῆς μείζονος τῆς ΑΒ 
τῃἐλάσσονι τῇ! ἴσην εὐ θεῖαν ἀφελεῖν. 

Κείσθω πρὸ ς τῷ Α σηµείῳ τῇ 
Γ εὐθείᾳ ἴση ἡ ΑΔ: (|.2)καὶ κέντρῳ 
Πὲν τῷ Α διαστήµατι δὲ τῷ ΑΔ κύκλος γεγράφθω 
ὁ ΔΕΖ.(Ας.9) 

Καὶ ἐπεὶ τὸ Α σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΔΕΖ κύκλου, 
ἴση ἐστὶν ἠΑΕ τῃΑΔ/(Ορ.19) ἀλλὰ καὶ ἨΤ τῃΑΔ ἐστιν ἴση. 
ἑκατέρα ἄρα τῶ ΑΕ, Γ τῇῃΑΔ ἐστιν ἴση: (Ι«.Ε..)ὥστε καὶ ἣ 
ΑΕ τῇ! ἐστιν ἴση. 

Δύο ἄρα δοθεισῶ εὐθειῶ ἀνίσων τῶ ΑΒ, Γ ἀπὸ τῆς 
μείζονος τῆς ΑΒ τῇῃἐλάσσονι τῇΓ ἴση ἀφῄρηται ΠΑΕ: 

ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


Ι.4 Ἐὰν δύο τρἰγῶνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δυσὶ πλευραῖς 
ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴ ν γωνίαν τῇῃγωνίᾳ ἴσην 
ἔχῃ τὴ ν ὑ πὸ τῶᾶ ἴσων εὐθειί περιεχοµένην, καὶ τὴ ν βάσιν 
τῃβάσει ἴσην ἕξει, καὶ τὸ τρἰγωνον τῷ τριγώνῳ ἴσον 
ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσον- 
ται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὃ φ' ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὃὑ ποτείνουσιν. 


Δ 


ΆΠΟΔΕΤΗΗ: Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ 
τὰς δύο πλευρὰς τὰς ΑΒ, ΑΓ ταῖς δυσὶ 

πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχοντα 

“καϊδγαπ ᾿καϊόγν ἵὅαη πὲν ΑΒ τῇΔΕ, 

ἴὅαη αὲ ΑΓ τῇΔΖ καὶ γωνίαν τὴ ν ὑ πὸ 

ΒΑΓ γωνίᾳ τῇῃὺ πὸ ΕΔΖ ἴσην. λέγω, 

ὅ τι καὶ βάσις ΊΒΓ βάσει τῇῃΕΖ ἴση 

ἐστίν, καὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ 


ὅτι καὶ βάσις ΊΒΓ βάσει τῇῃΕΖ ἴση 

ἐστίν, καὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ 

τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ 

γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσον- 

ται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὃ φ' ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑ ποτεἰνου- 
σιν, | πὲν ὑ πὸ ΑΒΓ τῃὺ πὸ ΔΕΖ, αἱ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ 
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ὑπὸ ΔΖΕ. 

Ἐφαρμοζομένου γὰρ τοῦ ΑΒΓ τριγώνου ἐπὶ τὸ ΔΕΖ 
{γ.Οννποη Κα [ἱαρπόπου ἰοὰ πὲν Α σημείου ἐπὶ τὸ Δ ση- 
πε(οπ {Αἱ αὲ ΑΒ εὐθείας ἐπὶ τὴ ν ΔΕ, ἐφαρμό σει καὶ τὸ 
Β δῄπεοπ ΤΡ’ {1 Ε αι {ὀ ἠβΠη αἶναι τὴ ν ΑΒ τῇδΕ: ἐφαρ- 
µοσάσης δὴ τῆς ΑΒ ἐπὶ τὴν ΔΕ ἐφαρμό σει καὶ ΑΓ 
εἰλαθια ΤΡ΄ {34π ΠΖ αἲ’ ἱὅ 5η αἶναι τὴ ν ὑπὸ ΒΑΓ Ίω- 
νίαν τῃὺ πὸ ΕΔΖ’: ὥστε καὶ τὸ Τ σημεῖον ἐπὶ τὸ Ζ ση- 
πε(οη Τβαγπ0ςθί αἲ’ {ὀ ΄βῃῃη ρΕΙ {Π οἶναι τὴ ν ΑΓ τῇδζ. 
ἀλλὰ μὴ ν καὶ τὸ Β ἐπὶ τὸ Ε ἐφηρμό κει’ ὥστε βάσις ΠΒΓ 
ἐπὶ βάσιν τὴ ν ΕΖ ἐφαρμό σει. 6, Οἱ Γ ἰοὰ πὲν Β ἐπὶ τὸ Ε 
τραγπΌςαπίοἱ ἰοὰ αὲ Γ ἐπὶ τὸ Ζ ΠΒΓ βάσις ἐπὶ τὴ ν ΕΖ 
οὐκ ἐφαρμό σει, δύὺο εὐθεῖαι χωρίον περιέξουσιν' ὅ περ 


οὐκ ἐφαρμό σει, δύὺο εὐθεῖαι χωρίον περιέξουσινό περ 
ἐστὶν ἀδύ νατον. "'(Ι«.Ε.9")  ἐφαρμό σει ἄρα ΠΒΓ βάσις ἐπὶ τὴ ν ΕΖ 
καὶ ἴση αὐ τῇῃέσται:(ΙΚ.Ε.4) ὥστε καὶ ὅ λον τὸ ΑΒΓ τρίγωνον ἐπὶ 
ὅ λον τὸ ΔΕΖ τρἰγῶνον ἐφαρμό σει καὶ ἴσον αὐ τῷ ἔσται, :(Ι«.Ε.4) 
καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ἐπὶ τὰς λοιπὰς γωνίας ἐφαρμό σοῦὺσι 
καὶ ἴσαι αὐ ταῖς ἔσονται, | πὲν ὑ πὸ ΑΒΓ τῃὺ πὸ ΔΕΖ ἡ 
αὲ ὑπὸ ΑΓΒ τῃὺ πὸ ΔΖΕ. 

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δύο πλευ- 
ραῖς ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴ ν γωνίαν τῇῃγωνίᾳ 
ἴσην ἔχῃ τὴ ν ὃ πὸ τῶ ἴσων εὐθειῶ περιεχοµένην, καὶ τὴν 
βάσιν τῇβάσει ἴσην ἕξει, καὶ τὸ τρίγωνον τῷ τριγώνῳ 
ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι 
ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὃ φ' ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑ ποτεί- 
νουσιν’ ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι5 Τῶ ἰσοσκελῶ τριγώνων αἱ πρὸ ς τῇῃβάσει γωνίαι ἴσαι 
ἀλλήλαις εἰσίν, καὶ προσεκβληθεισῶ τῶᾶ ἴσων εὐθειᾶ 
αἱ ὑ πὸ τὴ ν βάσιν γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις ἔσονται. 











Γιάννης Π. Πλατάρος 
29/4/2004 


ΑΠΟΔΕΤΕΗ: 

"Επίνν {Γ.Οννποη ,505Κ6ἱ ἐς τὸ ΑΒΓ ἴσην ἔχον τὴ ν ΑΒ 
πλευρὰν τῇΑΓ πλευρᾷ (Ορ.20) καὶ προσεκβεβλήσθωσαν ἐπ' 
εὐθείας ταῖς ΑΒ, ΑΓ εὐθεῖαι αἱ ΒΔ, 

ΓΕ: (ΑΕ.2)λέγω, Οἱ 1! πὲν ὑπὸ ΑΒΓ γωνία 

τῃὺ πὸ ΑΓΒ ἴση ἐστίν, | σὲ ὑπὸ ΤΒΔ 

τῃὺ πὸ ΒΓΕ. 

Εἰλήφθω γὰρ ἐπὶ τῆς ΒΔ τυχὸ ν ση- 
μεῖον τὸ Ζ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ τῆς µεί- 
ζονος τῆς ΑΕ τῃἐλάσσονι τῇΑΖ ἴση 
ΑΗ, (|.9)καὶ ἐπεζεύ χθωσαν αἱ ΖΓ, ΗΒ 
εὐθεῖαι. (Αξ.1) 

Ἐρθ6' ο8η 15Η ΤΜ{΄Π1 πὲν ΑΖ τῃΑΗ ἡδὲ ΑΒ τΏΑΓ, 
δύο δὴ αἱ ΖΑ, ΑΓ δυσὶ ταῖς ΗΑ, ΑΒ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα 
ἑκατέρᾳ: καὶ γωνίαν κοινὴ ν περιέχουσι τὴ ν ὑ πὸ ΖΑΗ’ 
βάσις ἄρα ἡΖΓ βάσει τῃΗΒ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΖΓ 
τρίἰγῶνον τῷ ΑΗΒ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γῶ- 
νίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, 

ὃ φ' ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑ ποτεἰνοὺσιν, | Πὲν ὑπὸ ΑΓΖ 
τῃὺ πὸ ΑΒΗ, Ί αὲ ὑπὸ ΑΖΓ τῃὺ πὸ ΑΗΒ. (|.4)καὶ ἐπεὶ 
ὅλη ἠΑΖ ὅλῃ τῃΑΗ ἐστιν ἴση, ὢ ΑΒ τῇῃΑΙ ἐστιν 
ἴση, λοιπὴ ἄρα ΠΒΖ λοιπῇῃτῇΓΗ ἐστιν ἴση. :(Ι.Ε.3) ἐδειχθη 
Οὲ καὶ ἡΖΓ τῇΗβ ἴση: δύο δὴ αἱ ΒΖ, ΖΓ δυσὶ ταῖς 
ΓΗ, ΗΒ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ: καὶ γωνία ἡὓ πὸ 
ΒΖΓ γωνίᾳ τῃὺ πὸ ΓΗΒ ἴση, καὶ βάσις αὐ τᾶ κοινἠ ἡ 
ΒΓ: καὶ τὸ ΒΖΓ ἄρα τρἰγὠνον τῷ ΓΗΒ τριγώνῳ ἴσον 
ἔσται, :(|.4) καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσον- 
ται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὃ φ' ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὃ ποτείνουσιν' 
184 Υγα ΤΜ{΄Π1 πὲν ὑπὸ ΖΒΓ τῃὺ πὸ ΗΓΒ δὲ ὐ πὸ 
ΒΓΖ τῃὺπὸ ΓΒΗ. ἐπεὶ οὖν ὅ λη ἡὑ πὸ ΑΒΗ γωνία 
ὅ λῃ τῃὺ πὸ ΑΓΖ γωνίᾳ ἐδείχθη ἴση, ὦ ἠὺ πὸ ΓΒΗ τῇ 
ὑπὸ ΒΓΖ ἴση, λοιπὴ ἄρα ἡὑ πὸ ΑΒΓ λοιπῃτῃηὺ πὸ ΑΓΕ 
ἐστιν ἴση:.(Ι.Ε.3) καί εἰσι πρὸ ς τῃβάσει τοῦ ΑΒΓ τριγώνου. 
τήθ.οοἩ αὲ καὶ ἡὓὺ πὸ ΖΒΓ τῇῃὺ πὸ ΗΓΒ ἴση: καὶ εἶσιν 
ὃ πὸ τὴ ν βάσιν. 

Τῶ ἄρα ἰσοσκελῶ τριγώνων αἱ πρὸ ς τῃβάσει γωνίαι 
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, καὶ προσεκβληθεισῶ τῶᾶ ἴσων 
εὐθειῶ αἱ ὃ πὸ τὴ ν βάσιν γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις ἔσονται" 
ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.6Ἐὰν τριγώνου αἱ δύο γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις ὥσιν, καὶ αἱ 
ὃ πὸ τὰς ἴσας γωνίαις ὑ ποτείνουσαι πλευραὶ ἴσαι ἀλλήλαις 
ἔσονται. 








Γιάννης Π. Πλατάρος 
29/4/2004 


ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Ἔστω τρἰγῶνον τὸ ΑΒΓ ἴσην ἔχον τὴ ν ὑπὸ ΑΒΓ γω- 
νίαν τῃὺ πὸ ΑΓΕΒ γωνίᾳ’ λέγω, ὅ τι καὶ πλευρὰ ἡ ΑΒ 
πλευρᾷτῇΑΓ ἐστιν ἴση. 
Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ΠΑΒ τῇΑΓ, Πἑτέρα 
αὐ τῶ μείζων ἐστίν. “(κρυφό αξ.1) ἔστω μείζων ΑΒ, 
καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ τῆς μείζονος τῆς ΑΒ 
τῃἐλάττονι τῇῃΑΓ ἴση ἠΔΒ, :(|.3) καὶ ἐπεζεῦ - 
χθω ἠδΔΓ. 
Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἠΔΒ τῇῃΑΓ κοινὴ 
Οὲ ΠΒΓ, δύο δὴ αἱ ΔΒ, ΒΓ δύο ταῖς ΑΙ, 
ΓΒ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, καὶ γωνία η ὺ πὸ ΔΒΓ 
γωνίᾳ τῃὺ πὸ ΑΓΒ ἐστιν ἴση' βάσις ἄρα ΠΔΓ βάσει τῇ 
ΑΒ ἴση ἐστίν, (|.4)καὶ τὸ ΔΒΓ τρίγωνον τῷ ΑΓΒ τριγώνῳ 
ἴσον ἔσται, τὸ ἔλασσον τῷ µείζονι: ὅ περ ἄτοπον" (κρυφό αξ.2) οὐκ ἄρα 
ἄνισό ς ἐστιν ἡ ΑΒ τῇῃΑΓ: ἴση ἄρα. '(κρυφό αξ.5) 
Ἐὰν ἄρα τριγώνου αἱ δύο γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις ὧσιν, 
καὶ αἱ ὃ πὸ τὰς ἴσας γωνίας ὗ ποτείνουσαι πλενραὶ ἴσαι 
ἀλλήῆλαις ἔσονται' ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


ΙΤ Ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας δύο ταῖς αὐ ταῖς εὐθείαις ἄλλαι 
δύο εὐθεῖαι ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ οὐ συσταθήσονται πρὸς 
ἄλλφ καὶ ἄλλῳ σηµείῳ ἐπὶ τὰ αὐ τὰ µέρη τὰ αὐ τὰ πέρατα 
ἔχουσαι ταῖς ἐξ ἀρχῆς εὐθείαις. 








Γιάννης Π. Πλατάρος 
29/4/2004 


ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Εἰ γὰρ δυνατό ν, ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας τῆς ΑΒ δύο 
ταῖς αὐ ταῖς εὐθείαις ταῖς ΑΓ, ΓΒ ἄλλαι δύο εὐθεῖαι αἱ 
ΑΔ, ΔΗΒ ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ συνεστάτὠσαν πρὸ ς ἄλλῳ 
καὶ ἄλλῳ σηµείῳ τῷτε Γ καὶ Δ ἐπὶ 
τὰ αὐ τὰ µέρη τὰ αὐ τὰ πέρατα ἔχου- 
σαι, ἐδίθ Ί9Πη εἶναι τὴ ν μὲν ΓΑ τῇ 
ΔΑ τὸ αὐτὸ πέρας ἔχουσαν αὐτῇτὸ Α, 
ἴόαᾳπ αὲ ΓΒ τῇΔδβ τὸ αὐτὸ πέρας 
ἔχουσαν αὐ τῇῃτὸ Β, καὶ ἐπεζεύ χθω 
ΓΔ. 
Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ΠΑΓ τῇΑΔ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία 
ἡὺ πὸ ΑΓΑ τῃὺπὸ ΑΔΓ: (1.9)μείζων ἄρα ἠὺ πὸ ΑΔΓ τῆς 
ὑπὸ ΔΓΒ:' (κρυφό αξ.4) πολλῷ ἄρα ἡὓ πὸ ΓΔΒ μείζων ἐστὶ τῆς ὃ πὸ 
ΔΓΒ. (κρυφό αξ.9) πάλιν ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἠΓΒ τῇδβ, ἴση ἐστὶ καὶ 
γωνία ἡὓ πὸ ΓΔΒ γωνίᾳ τῃὺ πὸ ΔΓΒ.(Ι.9) Τάθ.αοῇΏ αὲ αὐ - 
τῆς καὶ πολλῷ µείζων' ὅ περ ἐστὶν ἀδῦ νατον. 

Οὐκ ἄρα ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας δύο ταῖς αὐταῖς εὐ - 
θείαις ἄλλαι δύο εὐθεῖαι ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ σύυστα- 
θήσονται πρὸς ἄλλφ καὶ ἄλλφ σηµείῳ ἐπὶ τὰ αὐ τὰ µέρη 
τὰ αὐτὰ πέρατα ἔχοῦύσαι ταῖς ἐξ ἀρχῆς εὐθείαις: ὅ περ 
ἔδει δεῖξαι. 





Τ8. Ἐὰν δύο τρἰγῶνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δύ ο πλευραῖς 
ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρα, ΟΒΝ αὲ καὶ τὴ ν βάσιν τῇ 

βάσει ἴσην, καὶ τὴ ν γωνίαν τῃγωνίᾳ ἴσην ἕξει τὴ ν ὑ πὸ 

τῶ ἴσων εὐθειῶ περιεχοµένην. 





Β 
ἈΠΟΔΕΙΤΕΗ: Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΕ’, ΔΕΖ τὰς δύο πλευρὰς 
τὰς ΑΒ, ΑΓ ταῖς δύο πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχον- 
τα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἴὅαπ πὲν 
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Γιάννης Π. Πλατάρος 
25/4/2004 


ΑΒ {ΓΕ (δη αν ΑΓ τῇδ7: 

τόδίνν αἱ καὶ βάσιν τὴ ν ΒΓ βάσει 
τῇΕΖ ἴσην' λέγω, ὅ τι καὶ γωνία 
Πὑ πὸ ΒΑΓ γωνία τῃὺ πὸ ΕΔΖ 
ἐστιν ἴση. 

Ἐφαρμοζομένου γὰρ τοῦ ΑΒΓ 
τριγώνου ἐπὶ τὸ ΔΕΖ τρίγωνον 
καὶ Τἱαεπόπου {οὰ πὲν Β σημείου ἐπὶ τὸ Ε σημεῖον 
{Α| ἀὲ ΒΓ εὐθείας ἐπὶ τὴ ν ΕΖ ἐφαρμό σει καὶ τὸ ΤΓ 
5µπε(οη ΤΡ 1 Ζα! {ὅ ἠβπη αἶναι τὴ ν ΒΓ τῃΕΖ: 
ἐφαρμοσάσης δὴ τῆς ΒΓ ἐπὶ τὴ ν ΕΖ ἐφαρμό σοῦσι καὶ 
αἱ ΒΑ, ΓΑ ἐπὶ τὰς ΕΔ, Δ7Ζ. 6, 9, Γ 0Ε8ἱἱ πὲν ἠΒΓ 
ἐπὶ βάσιν τὴ ν ΕΖ ἐφαρμό σει, αἴ αὲ ΒΑ, ΑΓ πλευραὶ 
ἐπὶ τὰς ΕΔ, ΔΖ οὐκ ἐφαρμό σοῦυσιν ἀλλὰ παραλλάξου- 
σιν ὡς αἱ ΕΗ, ΗΖ, συσταθήσονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς 
εὐθείας δύο ταῖς αὐταῖς εὐθείαις ἄλλαι δύο εὐθεῖαι 
ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ πρὸς ἄλλφῳ καὶ ἄλλφ σηµείῳ ἐπὶ 
τὰ αὐ τὰ µέρη τὰ αὐ τὰ πέρατα ἔχουσαι. οὐ συνίστανται 
δέ:(Ι.Τ)οῦὺκ ἄρα ἐφαρμοζομένης τῆς ΒΓ βάσεως ἐπὶ τὴν ΕΖ 
βάσιν οὐκ ἐφαρμό σοὺσι καὶ αἱ ΒΑ, ΑΓ πλευραὶ ἐπὶ 
τὰς ΕΔ, ΔΖ. ἐφαρμό σουσιν ἄρα: ὥστε καὶ γωνία ἠὑ πὸ 
ΒΑΓ ἐπὶ γωνίαν τὴ ν ὑ πὸ ΕΔΖ ἐφαρμό σει καὶ ἴση αὐ τῇ 
ἔσται. "(ΙΚ.Ε.4) 

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δὺο πλευ- 
ραῖς ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴ ν βάσιν τῃβάσει 
ἴσην ἔχῃ, καὶ τὴ ν γωνίαν τῃγωνίᾳ ἴσην ἕξει τὴ ν ὑ πὸ 
τῶ ἴσων εὐθειῶ περιεχομένην' ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι9. Τὴ ν δοθεῖσαν γωνίαν εὐ θύγραμμον δίχα τεμεῖν. 


Α 
Δ ο Ε 
η . 
Β 7, 
ἈΠΟΔΕΙΤΕΞΗ: Ἔστω ἠδοθεῖσα γωνία εὐθύγραμμος ἠὺ πὸ ΒΑΓ.. δεῖ 
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Γιάννης Π. Πλατάρος 
29/4/2004 


δὴ αὐτὴ ν δίχα τεμεῖν. 

Εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ τυχὸ ν σημεῖον τὸ Δ, καὶ ἀφῃρή- 
σθω ἀπὸ τῆς ΑΓ τῇΑΔ ἴση ΊΑΕ.,(|.3) καὶ ἐπεζεύ χθω 
ΔΕ, “(ΑΙΤ.Ί) καὶ συνεστάτω ἐπὶ τῆς ΔΕ τρίγωνον ἰσό πλευρον 
τὸ ΔΕΖ, (|.Ί)καὶ ἐπεζεύ χθω ἠ ΑΖ: λέγω, ὅ τι ἡὓ πὸ ΒΑΓ 
γωνία δίχα τέτµηται ὑ πὸ τῆς ΑΖ εὐθείας. 

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ΑΔ τῇΑΕ, Κοἱ πζα αὲ ἡΑ7, 
δύο δὴ αἱ ΔΑ, ΑΖ δυσὶ ταῖς ΕΑ, ΑΖ 
ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ. καὶ βάσις ἡ 
ΔΖ βάσει τῇΏΕΖ ἴση ἐστίν' γωνία ἄρα 
ἠὑ πὸ ΔΑΖ γωνία τῃὺ πὸ ΕΑΖ ἴση 
ἐστίν. (1.8) 

Ἡ ἄρα δοθεῖσα γωνία εὐ θύ0γραμµος ἣ 
ὃ πὸ ΒΑΓ δίχα τέτµηται ὑπὸ τῆς ΑΖ 
εὐθείας' ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


Ι10. Τὴ ν δοθεῖσαν εὐ θεῖαν πεπερασμένην δίχα τεμεῖν. 


Ἔ 
Β 
Α Δ 
ἈΠΟΔΕΤΕΗ: Ἔστω ἡδοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασμένη ἠ ΑΒ’ δεῖ δὴ 


τὴ ν ΑΒ εὐθεῖαν πεπερασμένην δίχα τεμεῖν. 
Συνεστάτω ἐπ αὐτῆς τρίἰγωνον ἰσό - 
πλευρον τὸ ΑΒΓ(1.1), καὶ τετμήσθω ἡἠὑ πὸ 
ΑΓΒ γωνία δίχα τῇΓΔ εὐθείᾳ(].9): λέγω, 
ὅτι ἠΑΒ εὐθεῖα δίχα τέτµηται κατὰ 
τὸ Δ σημεῖον. 
Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ΠΑΓ τῇΓΒ, 
Κοἱ πζα αὲ ἨΓΔ, δύο δὴ αἱ ΑΓ, ΓΑ δύο 
ταῖς ΒΓ, ΓΔ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ: καὶ γωνία ἡ 
ὑπὸ ΑΓΔ γωνίᾳ τῃὺ πὸ ΒΓΔ ἴση ἐστίν' βάσις ἄρα ἢ 
ΑΔ βάσει τῇῃΒΔ ἴση ἐστίν.(|.4) 
Ἡ ἄρα δοθεῖσα εὐ θεῖα πεπερασμένη Ί ΑΒ δἰχα τέ- 
τµηται κατὰ τὸ Δ' ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


Ι11.Τῇδοθείσῃ εὐθείᾳ ἀπὸ τοῦ πρὸ ς αὐτῇῃδοθέντος ση- 
µείου πρὸ ς ὀ ρθὰς γωνίας εὐθεῖαν γραμμὴ ν ἀγαγεῖν. 
ἵ4 
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Γιάννης Π. Πλατάρος 
29/4/2004 


ἈΠΟΔΕΤΕΞΗ: "Εςίνν Ί Πὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ΑΒ τὸ δὲ δοθὲν σημεῖον 
ἐπ' αὐτῆς τὸ Τ' δεῖ δὴ ἀπὸ τοῦ Τ σημείου τῇΑΒ εὖὐ- 
θείᾳ πρὸ ς ὀ ρθὰς γωνίας εὐ θεῖαν γραμμὴ ν ἀγαγεῖν. 

Εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΑΓ τυχὸ ν σημεῖον τὸ Δ, καὶ κεῖσθω 
τῇΓΔ ἴση ἡΓΕ,(Ι.9) καὶ συνεστάτω ἐπὶ τῆς ΔΕ τρἰγωνον 
ἰσό πλευρον τὸ ΖΔΕ,(Ι.1) καὶ ἐπεζεῦ χθω ἡΖΓ(ΑιΤ.Ί) : λέγω, ὅ τι τῇ 
δοθεἰσῃ εὐθείᾳ τῇΑΒ ἀπὸ 
τοῦ πρὸ ς αὐτῇδοθέντος ση- 
µείου τοῦ Γ πρὸς ὀρθὰς γω- 
νίας εὐθεῖα γραμμὴ ἦκται ἣ 
ΖΤ. 

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἠδΓ 
τῇΓΕ, Κοὶ πα αὲ ἠΓΖ, δύο 
δὴ αἱ ΔΓ, ΓΖ δυσὶ ταῖς ΕΓ, Γ2 ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα 
ἑκατέρᾳ: καὶ βάσις ἡΔΖ βάσει τῇΖΕ ἴση ἐστίν' γωνία 
ἄρα ἡὑ πὸ ΔΓΖ γωνία τῃὺ πὸ ΕΓΖ ἴση ἐστίν'(|.8) καί 
εἶσιν ἐφεξῆς. ὀί8η αὲ εὐ θεῖα ἐπ' εὐθεῖαν σταθεῖσα τὰς 
ἐφεξῆς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιῇῃ ὀ ρθὴ ἑκατέρα τάᾶ 
ἴσων γωνιῶ ἐστιν (Ορ.10) ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τό ὃ πὸ 
ΔΓΖ, 2ΓΕ. 

Τῃᾶρα δοθεἰσῃ εὐθείᾳ τῇῃΑΒ ἀπὸ τοῦ πρὸ ς αὐτῇδο- 

θέντος σημείου τοῦ Τ πρὸς ὀ ρθὰς γωνίας εὐθεῖα γραμμὴ 
ῆκται ἡΓΖ: ὅ περ έδει ποιῆσαι. 





1.12 Ἐπὶ τὴ ν δοθεῖσαν εὐθεῖαν ἄπειρον ἀπὸ τοῦ δοθέντος 
σημείου, ὃ µή ἐστιν ἐπ' αὐτῆς, κάθετον εὐ θεῖαν γραμ- 
μὴ ν ἀγαγεῖν. 
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Γιάννης Π. Πλατάρος 
29/4/2004 


ΆΠΟΔΕΤΞΗ: 'Εςθίνν  πὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἄπειρος ΊΑΒ τὸ δὲ δο- 
0ὲν σημεῖον, ὃ µή ἐστιν ἐπ' αὐτῆς, τὸ Τ' δεῖ δὴ ἐπὶ τὴν 
δοθεῖσαν εὐθεῖαν ἄπειρον τὴ ν ΑΒ ἀπὸ τοῦ δοθέντος 


σημείου τοῦ Γ, ὃ µή ἐστιν ἐπ' αὐτῆς, κάθετον εὐ θεῖαν 
γραμμὴ ν ἀγαγεῖν. 

Εἰλήφθω γὰρ ἐπὶ τὰ ἕτερα µέρη τῆς ΑΒ εὐθείας τυὺ- 
χὸ ν σημεῖον τὸ Δ, Κα Κὄπίγν πὶπ τὰ Οαἰαςί»πείί αὲ 
τῷ ΓΔ κύκλος γεγράφθω ὁ ΕΖΗ, (Αιτ.3)καὶ τετμήσθω ἠΕΗ 
εὐθεῖα δίχα κατὰ τὸ Θ,/1.10) καὶ 
ἐπεζεῦ χθωσαν αἱ ΓΗ, Γ6, 

ΓΕ εὐθεῖαι;: (Αιτ.Ί1)λέγω, ὅ τι ἐπὶ 
τὴ ν δοθεῖσαν εὐθεῖαν ἄπειρον 
τὴ ν ΑΒ ἀπὸ τοῦ δοθέντος 
σημείου τοῦ Γ, ὃ µή ἐστιν 

ἐπ' αὐτῆς, κάθετος ἦκται ἣ 

Τ6. 

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἠΗΘ τῇθΘΕ, Κοἰπᾷα αὲ ἠθΘΓ, 
δύο δὴ αἱ ΗΘ, ΘΓ δύο ταῖς ΕΘ, ΘΓ ἴσαι εἰσὶν ἑκα- 
τέρα ἑκατέρᾳ' καὶ βάσις ἡ ΓΗ βάσει τῇΓΕ ἐστιν ἴση' 
γωνία ἄρα ἡὑ πὸ ΓΘΗ γωνίᾳ τῃὺ πὸ ΕΘΓ ἐστιν ἴση. (1.8) 
καί εἰσιν ἐφεξῆς. ὀΐ8η αὲ εὐθεῖα ἐπ' εὐ θεῖαν σταθεῖσα 
τὰς ἐφεξῆς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιῇ ὀρθὴ ἑκατέρα 
τῶ ἴσων γωνιῶ ἐστιν, καὶ ἡ ἐφεστηκνῖα εὐ θεῖα κάθ- 
ετος καλεῖται ἐφ' ἣν ἐφέστηκεν. 

Ἐπὶ τὴ ν δοθεῖσαν ἄρα εὐθεῖαν ἄπειρον τὴ ν ΑΒ ἀπὸ 
τοῦ δοθέντος σημείου τοῦ ΥΤ, ὃ µή ἐστιν ἐπ' αὐτῆς, 
κάθετος ἦκται ἡΓ6: ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


Η15 
Εὰν εὐθεῖα ἐπ' εὐθεῖαν σταθεῖσα γωνίας ποιῇ ἤ τοι 
δύο ὀρθὰς ἢ δυσὶν ὁ ρθαῖς ἴσας ποιῄσει. 


Ε 
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ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Εὐθεῖα γάρ τις ΊΑΒ ἐπ' εὐθεῖαν τὴ ν ΓΔ σταθεῖσα 
γωνίας ποιείτω τὰς ὑ πὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ' λέγω, ὅ τι αἱ ὑ πὸ 
ΓΒΑ, ΑΒΔ γωνίαι ἤ τοι δύο ὀρθαί 
εἰσιν ἢ δυσὶν ὁ ρθαῖς ἴσαι. (ορ.10) 
Ε, Πὲν οὖν ἴση ἐστὶν ἡὺ πὸ ΓΒΑ 
τῃὺ πὸ ΑΒΔ, δύο ὀρθαί εἰσιν. 6, οὲ 
οὗ, ἤ χθω ἀπὸ τοῦ Β σημείου τῇΓΔ 
[εὐθείᾳ] πρὸ ς ὀ ρθὰς ΠΒΕ’(Ι.11) αἱ ἄρα ὃ πὸ 
ΓΒΕ, ΕΒΔ δύο ὀρθαί εἰσιν' καὶ ἐπεὶ 
ἡὺ πὸ ΓΒΕ δυσὶ ταῖς ὃ πὸ ΓΕΑ, 
ΑΒΕ ἴση ἐστίν, κοινὴ προσκείσθω ἡὓ πὸ ΕΒΔ’ αἱ ἄρα 
ὃ πὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ τρισὶ ταῖς ὑ πὸ ΓΒΑ, ΑΒΕ, ΕΒΔ 
ἴσαι εἰσίν. (κ.Ε.2)πάλιν, ἐπεὶ η ὺ πὸ ΔΒΑ δυσὶ ταῖς ὑ πὸ ΔΒΕ, 
ΕΒΑ ἴση ἐστίν, κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΑΒΓ: αἱ ἄρα 
ὃ πὸ ΔΒΑ, ΑΒΓ τρισὶ ταῖς ὑ πὸ ΔΒΕ, ΕΒΑ, ΑΒΓ ἴσαι (κ.Ε.2 
εἰσίν. Τά8.οοΏ5 8η αὲ καὶ αἱ ὃ πὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ τρισὶ ταῖς 
αὐ ταῖς ἴσαι" ἴι αὲ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα" (κ.Ε.1) 
καὶ αἱ ὃ πὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ ἄρα ταῖς ὑ πὸ ΔΒΑ, ΑΒΓ ἴσαι 
εἰσίν: ἀλλὰ αἱ ὃ πὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ δύο ὀρθαί εἰσιν' καὶ αἱ 
ὃ πὸ ΔΒΑ, ΑΒΓ ἄρα δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. 
Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα ἐπ' εὐθεῖαν σταθεῖσα γωνίας ποιῇ 
ἤτοι δύο ὀρθὰς ἢ δυσὶν ὀ ρθαῖς ἴσας ποιῄσει’ ὅ περ ἔδει 
δεῖξαι. 


Ι14 Ἐὰν πρό ς τινι εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸ ς αὐτῇσημείῳ δύο 
εὐθεῖαι μὴ ἐπὶ τὰ αὐ τὰ µέρη κείµεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας 
δυσὶν ὁ ρθαῖς ἴσας ποιῶσιν, ἐπ' εὐθείας ἔσονται ἀλλήλαις 
αἱ εὐθεῖαι. 


ΆΠΟΔΕΙΤΕΞΗ: Πρὸ ς γάρ τινι εὐθείᾳ τῇΑΒ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇση- 
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µείῳ τῷ Β δύο εὐθεῖαι αἱ ΒΓ, ΒΔ μὴ ἐπὶ τὰ αὐ τὰ µέρη 
κείµεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας τὰς ὃ πὸ 
ΑΒΓ, ΑΒΔ δύο ὀρθαῖς ἴσας ποιείτῶ- 
σαν’ λέγω, ὅ τι ἐπ' εὐθείας ἐστὶ τῇ 
ΓΗ ἡΒΔ. 

Εἰ γὰρ µή ἐστι τῇΒΓ ἐπ' εὐθείας ἡ 
ΒΔ, ἔστω τῇΓΒ ἐπ' εὐθείας ἠΒΕ. (Αιτ.2) 

Ἐπεὶ οὖν εὐθεῖα ΑΒ ἐπ' εὐθεῖαν τὴ ν ΓΒΕ ἐφέστη- 
κεν, αἱ ἄρα ὑ πὸ ΑΒΓ, ΑΒΕ γωνίαι δύο ὀρθαῖς ἴσαι 
εἰσίν' (1.19)6,5΄ αὲ καὶ αἱ ὑ πὸ ΑΒΓ, ΑΒΔ δύο ὁ ρθαῖς ἴσαι' 
αἱ ἄρα ὑ πὸ ΓΒΑ, ΑΒΕ ταῖς ὑ πὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ ἴσαι (Αιτ.2 και ΙΚ.Ε8) 
εἰσίν. κοινὴ ἀφῃρήσθω ἠὑ πὸ ΓΒΑ: λοιπὴ ἄρα ἡὓ πὸ 
ΑΒΕ λοιπῇῃτῃὺ πὸ ΑΒΔ ἐστιν ἴση, Πἐλάσσων τ]μεί- 
ζονι. (Κ.Ε.3) 
ὅ περ ἐστὶν ἀδύ νατον. οὐκ ἄρα ἐπ' εὐθείας ἐστὶν ἣ 
ΒΕ τῇΓΒ. ὁ µοίως δὴ δείξοµεν, Οἱἱ οἰ)αὲ ἄλλη τις πλὴ ν 
τῆς ΒΔ’ ἐπ' εὐθείας ἄρα ἐστὶν ηΓΒ τῇβδ. 

Ἐὰν ἄρα πρό ς τινι εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸ ς αὐτῇσημείῳ 
δύο εὐθεῖαι μὴ ἐπὶ τὰ αὐ τὰ µέρη κείµεναι τὰς ἐφεξῆς 
γωνίας δυσὶν ὁ ρθαῖς ἴσας ποιάῶσιν, ἐπ' εὐθείας ἔσονται 


γωνίας δυσὶν ὁ ρθαῖς ἴσας ποιάᾶσιν, ἐπ' εὐθείας ἔσονται 
ἀλλήλαις αἱ εὐ θεῖαι;: ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.19. Ἐὰν δύο εὐθεῖαι τέµνωσιν ἀλλήλας, τὰς κατὰ κορυφὴν 
γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιοῦσιν. 
Α 


ἈΠΟΔΕΤΕΞΗ: Δύο γὰρ εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΓΔ τεμνέτῶσαν ἀλλήλας κατὰ 
τὸ Ε σημεῖον' λέγω, ὅ τι ἴση ἐσίΠ ἶ πὲν ὑπὸ ΑΕΓ γωῶ- 
νία τῃὺ πὸ ΔΕΒ, Ί σὲ ὑπὸ ΤΕΒ τῃὺ πὸ ΑΕΔ. 
Ἐπεὶ γὰρ εὐθεῖα ΑΕ  ἐπ' εὐ θεῖαν 
τὴ ν ΓΔ ἐφέστηκε γωνίας ποιοῦσα 
τὰς ὑ πὸ ΓΕΑ, ΑΕΔ, αἱ ἄρα ὃ πὸ 
ΓΕΑ, ΑΕΔ γωνίαι δυσὶν ὁ ρθαῖς 
ἴσαι εἰσίν. (1.13)πάλιν, ἐπεὶ εὐ θεῖα ΔΕ 
ἐπ' εὐθεῖαν τὴ ν ΑΒ ἐφέστηκε γῶ- 
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νίας ποιοῦσα τὰς ὃ πὸ ΑΕΔ, ΔΕΒ, αἱ ἄρα ὑ πὸ ΑΕΔ, 
ΔΕΒ γωνίαι δυσὶν ὁ ρθαῖς ἴσαι εἰσίν. (1.13) 1Η8.οαῄ5ε8η αὲ καὶ αἱ 
ὃὑ πὸ ΓΕΑ, ΑΕΔ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι: αἱ ἄρα ὑπὸ ΓΕΑ, 
ΑΕΔ ταῖς ὑ πὸ ΑΕΔ, ΔΕΒ ἴσαι εἰσίν. (ΑιΤ.4 και Ι.ΕΊ) 
κοινἠὴ ἀφῃρήσθω ἡ 
 πὸ ΑΕΔ: λοιπὴ ἄρα ἡὑ πὸ ΓΕΑ λοιπῃτῃὺ πὸ ΒΕΔ ἴση 
ἐστίν' (Κ.Ε.9) 
ὁ µοίως δὴ δειχθήσεται, ὅ τι καὶ αἱ ὑπὸ ΤΕΒ, 
ΔΕΑ ἴσαι εἰσίν. 

Ἐὰν ἄρα δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας, τὰς κατὰ κο- 
ρυφὴ ν γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιοῦσιν' ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


ΠΠό ρισµα 

Ἐκ δὴ τοῦ τοῦ φανερὸ ν ὅ τι, ἐὰν δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν 
ἀλλήλας, τὰς πρὸ ς τῃτομΏγωνίας τέτρασιν ὁὀ ρθαῖς ἴσας 
ποιῄσουσιν.] 


Ι.16.Παντὸ ς τριγώνου μιᾶς τᾶ πλευρᾶ προσεκβληθείσης 
ἡἐκτὸ ς γωνία ἑκατέρας τᾶᾷ ἐντὸ ς καὶ ἀπεναντίον γῶ- 
νιῶ μείζων ἐστίν. 

Α 


δ 2, 
ἃς Ε 
: ΔΑ 
Β Τ 
ΆΠΟΔΕΤΕΗ: Ἔστω τρἰγῶνον τὸ ΑΒΓ, καὶ προσεκβεβλήσθω αὐτοῦ 


µία πλευρὰ ΊΒΓ ἐπὶ τὸ Δ' λέγω, ὅ τι ἡἐκτὸ ς γωνία 
ἡὺ πὸ ΑΓΑ μείζων ἐστὶν ἑκατέρας τῶ 
ἐντὸ ς καὶ ἀπεναντίον τῶ ὑ πὸ ΤΒΑ, 
ΒΑΓ γωνιῶ. 
Τετμήσθω ΑΓ δίχα κατὰ τὸ Ε, (ι.10)καὶ 
ἐπιζευχθεῖσα ΊΒΕ ἐκβεβλήσθω ἐπ' εὐ- 
θείας ἐπὶ τὸ Ζ, καὶ κεἰσθω τῇῃΒΕ ἴση ἣ 
Εὔ, (1.9) 
καὶ ἐπεζεύ χθω ἠΖΓ,(Αιτ.1) καὶ διἠχθω ἡ 
ΑΓ ἐπὶ τὸ Η. (Αιτ.2) 
Ἔρ6 ο8π 15Η ΤΜ{΄Π 1 πὲν ΑΕ τῇΕΓ, ! αἱ ΒΕ τῇΕΖ, 
δύο δὴ αἱ ΑΕ, ΕΒ δυσὶ ταῖς ΓΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα 


1Τ 
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ἑκατέρᾳ: καὶ γωνία η ὺ πὸ ΑΕΒ γωνίᾳ τῃὺ πὸ ΖΕΙ ἴση 
ἐστίν' κατὰ κορυφὴ ν Υάρ:(1.19) βάσις ἄρα ἠ ΑΒ βάσει τῇΖΓ 
ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΒΕ τρἰγὠνον τῷ ΖΕΓ τριγώνῳ 
ἐστὶν ἴσον, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις 
ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὃ φ' ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὗ πο- 
τείνουσιν (1.4) ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑὺ πὸ ΒΑΕ τῃὺ πὸ ΕΓΖ. µεί- 
ζων δέ ἐστιν ηὑ πὸ ΕΓΔ τῆς ὑπὸ ΕΓΖ' μείζων ἄρα ἡ 
ὑπὸ ΑΓΑ τῆς ὑπὸ ΒΑΕ. “(κρυφό αξ.θ) ὁ µοίως δὴ τῆς ΒΓ τετµη- 
µένης δίχα δειχθήσεται καὶ ἡὑ πὸ ΒΓΗ, τουτέστιν ἡ 
ὑ πὸ ΑΓΔ, µείζων καὶ τῆς ὑ πὸ ΑΒΓ. 

Παντὸ ς ἄρα τριγώνου μιᾶς τῶ πλευρῶ προσεκβλη- 
θείσης ἡἐκτὸ ς γωνία ἑκατέρας τῶ ἐντὸ ς καὶ ἀπεναντίον 
γωνιῶ) μείζων ἐστίν' ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.1Μ. Παντὸ ς τριγώνου αἱ δύο γωνίαι δύο ὀ ρθῶ ἐλάσσονές 
εἰσι πάντῃ µεταλαμβανό µεναι. 


Β Τ Δ 


ἈΠΟΔΕΤΕΗ: Ἔστω τρἰγωνον τὸ ΑΒΓ' λέγω, ὅ τι τοῦ ΑΒΓ τριγώ- 
νου αἱ δύο γωνίαι δύο ὁ ρθῶ ἐλάττο- 
νές εἰσι πάντῃ µεταλαμβανό µεναι. 

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ΠΒΓ ἐπὶ τὸ Δ. (Αιτ.2) 

Καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΑΒΓ ἐκτός 
ἐστι γωνία ἠὑ πὸ ΑΓΔ, μείζων ἐστὶ 
τῆς ἐντὸ ς καὶ ἀπεναντίον τῆς ὃ πὸ 
ΑΒΓ. (1.16) κοινὴ προσκείσθω ἡ ὺ πὸ ΑΓΒ’ αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΓΔ, 
ΑΓΒ τῶ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΑ µείζονές εἰσιν. ἀλλ' αἱ ὃ πὸ 
ΑΓΔ, ΑΓΒ δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν'(1.13) αἱ ἄρα ὃ πὸ ΑΒΓ, 
ΒΓΑ δύο ὁ ρθῶ ἐλάσσονές εἰσιν.(ΙΚ.Ε.63). ὁ µοίως δὴ δείξοµεν, 
ὅτι καὶ αἱ ὑ πὸ ΒΑΓ, ΑΓΒ δύο ὁ ρθῶ ἐλάσσονές εἰσι 
καὶ ἔτι αἱ ὑ πὸ ΓΑΒ, ΑΒΙ.. 

Παντὸ ς ἄρα τριγώνου αἱ δύο γωνίαι δύο ὁ ρθῶ ἐλάσ- 
σονές εἰσι πάντῃ µεταλαμβανό µεναι; ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.18. Παντὸ ς τριγώνου ἡμείζων πλευρὰ τὴ ν μείζονα γω- 
γίαν ὑ ποτείΐνει. 
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ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Ἔστω γὰρ τρἰγωνον τὸ ΑΒΓ μείζονα ἔχον τὴν ΑΓ 
πλευρὰν τῆς ΑΒ: λέγω, ὅ τι καὶ γωνία ἡὓ πὸ ΑΒΓ µεί- 
ζων ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΒΓΑ. 

Ἐπεὶ γὰρ μείζων ἐστὶν ΑΓ τῆς ΑΒ, κείσθω τῇ 
ΑΒ ἴση ἠΑΔ, καὶ ἐπεζεύ χθω ΒΔ. (Αξ.Ί) 

Καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΒΓΔ ἐκτός ἐστι γωνία ἡ ὓ πὸ 
ΑΛΒ, μείζων ἐστὶ τῆς ἐντὸς καὶ 
ἀπεναντίον τῆς ὃ πὸ ΔΓΒ: (1.16) ἴση 
οὲ η ὓὺ πὸ ΑΔΗ τῇῃὺ πὸ ΑΒΔ, ἐπεὶ 
καὶ πλευρὰ ἡ ΑΒ τῇΑΔ ἐστιν 
ἴση' μείζων ἄρα καὶ ἠὑ πὸ ΑΒΛ 
τῆς ὑπὸ ΑΓΒ: πολλῷ ἄρα ἠὓ πὸ 
ΑΒΓ μείζων ἐστὶ τῆς ὑ πὸ ΑΓΒ. 

Παντὸ ς ἄρα τριγώνου ἡμείζων πλευρὰ τὴ ν μείζονα 
γωνίαν ὗ ποτείνει: ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.19.Παντὸ ς τριγώνου ὑ πὸ τὴ ν μείζονα γωνίαν ἡμείζων 
πλευρὰ ὃ ποτείΐνει. 


ἈΠΟΔΕΤΕΗ: Ἔστω τρίγωνον τὸ ΑΒΓ μείζονα ἔχον 
τὴν ὑπὸ ΑΒΓ γωνίαν τῆς ὑπὸ ΒΓΑ’ λέγω, 
ὅτι καὶ πλευρὰ ΑΓ πλευρᾶς τῆς ΑΒ 


μείζων ἐστίν. 
Εἰ γὰρ µή, ἤ τοι ἴση ἐστὶν {ΑΓ τῇΑΕ 
ἢ ἐλάσσων' (κρυφό αξ.() 354Π πὲν οὖν οὐκ ἔστιν ΑΓ τῇ 
ΑΒ’ ἴση γὰρ ἂν ἦν καὶ γωνία ἠὑ πὸ ΑΒΓ 
τῃὺ πὸ ΑΓΒ: (1.5)οὺὐκ έστι δέ: οὐκ ἄρα ἴση 
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ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇΑΒ. οἱ]αὲ μὴ ν ἐλάσσων ἐστὶν {ΑΓ 
τῆς ΑΒ’ ἐλάσσων γὰρ ἂν ἦν καὶ γωνία ἠὑ πὸ ΑΒΓ τῆς 
ὑπὸ ΑΓΒ: (1.18)οὺ κ ἔστι δέ' οὐκ ἄρα ἐλάσσων ἐστὶν ΑΓ 
τῆς ΑΒ. ἐδείχθη δέ, Οἱ οἱ)αὲ ἴση ἐστίν. μείζων ἄρα ἐστὶν 
ΑΓ τῆς ΑΒ. (κρυφό αξ.8) 

Παντὸ ς ἄρα τριγώνου ὑ πὸ τὴ ν μείζονα γωνίαν ἡμεί- 
ζων πλευρὰ ὃ ποτείνει: ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.20 Παντὸ ς τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ τῆς λοιπῆς µείζονές 
εἰσι πάντῃ µεταλαμβανό µεναι. 


Ἔ ΙΑΠΟΔΕΤΕΗ: Εστω γὰρ τρίγωνον τὸ ΑΒΓ' λέγω, ὅ τι τοῦ ΑΒΓ 
τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ τῆς λοιπῆς µείζονές εἰσι πάντῃ 
µεταλαμβανό µεναι, α[ πὲν ΒΑ, ΑΓ τῆς ΒΓ, α[ αὲ ΑΡ, 
ΒΓ τῆς ΑΓ, α[ αὲ ΒΓ, ΓΑ τῆς ΑΒ. 

Διήχθω γὰρ ΒΑ ἐπὶ τὸ Δ σημεῖον, 
καὶ κείσθω τῇΓΑ ἴση ΑΔ, καὶ ἐπ- 
εζεύθχθω ΔΙ. 

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἠΔΑ τῇῃΑΙ, 
ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡὑ πὸ ΑΔΓ τῇ 
ὑπὸ ΑΓΔ: (1.5) μείζων ἄρα ἡὑπὸ ΒΓΔ 
τῆς ὑπὸ ΑΔΓ: (Κ.Ε.δ)καὶ ἐπεὶ τρὶγωνό ν ἐστι 
τὸ ΑΓΒ μείζονα ἔχον τὴ ν ὑπὸ ΒΓΔ 
γωνίαν τῆς ὑ πὸ ΒΔΓ, 6ρ αὲ τὴ ν μείζονα γωνίαν ἡμεί- 
ζων πλευρὰ ὃ ποτείΐνει, (1.19)ΗΔΒ ἄρα τῆς ΒΓ ἐστι μείζων. 
18Η αὲ ἡΔΑ τῇΑΓ: μείζονες ἄρα αἱ ΒΑ, ΑΓ τῆς ΒΓ: 
ὁ µοίως δὴ δείξοµεν, Οἱἱ Κ᾽ αἱ πὲν ΑΒ, ΒΓ τῆς ΓΑ 
µείζονές εἰσιν,͵ α[ αὲ ΒΓ, ΓΑ τῆς ΑΒ. 

Παντὸ ς ἄρα τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ τῆς λοιπῆς µεί- 
ζονές εἰσι πάντῃ μεταλαμβανό µεναι: ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.21 Ἐὰν τριγώνου ἐπὶ μιᾶς τῶ πλευρῶ ἀπὸ τῶ περάτων 
δύο εὐθεῖαι ἐντὸ ς σὐσταθάῶσιν, αἱ συσταθεῖσαι τᾶ λοι- 
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ρῖη ἰοὰ {γίρόποιι αἰ”ο ρἱ θιιγῖη ΤΗΕ{{οηθἱ Ππὲν ἔσονται, 
Πε.ΖοΠ8 ὲ γωνίαν περιέξουσιν. 


Α 





ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Τριγώνου γὰρ τοῦ ΑΒΓ ἐπὶ μιᾶς τῶ πλευρῶ τῆς 
ΒΓ ἀπὸ τῶ περάτων τῶ Β, Γ δύο εὐθεῖαι ἐντὸ ς συν- 

εστάτωσαν αἱ ΒΔ, ΔΓ: λέγω, ὅ τι αἱ ΒΔ, ΔΓ τῶ λοι- 

πῶ τοῦ τριγώνου δύο πλευρῶ τῶ ΒΑ, ΑΓ ἐλάσσονες 

μέν εἰσιν, Πε.ΖοΠ8 αὲ γωνίαν περιέχουσι τὴ ν ὑ πὸ ΒΔΓ 

τῆς ὑπὸ ΒΑΓ.. 

Διήχθω γὰρ ΊΒΔ ἐπὶ τὸ Ε. καὶ ἐπεὶ παντὸ ς τριγώνου 
αἱ δύο πλευραὶ τῆς λοιπῆς µείζονές εἰσιν, (1.20) τοῦ ΑΒΕ ἄρα 
τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ αἱ ΑΒ, ΑΕ τῆς ΒΕ µείζονές 
εἰσιν' κοινὴ προσκείσθω ΠΕΙ: αἱ ἄρα ΒΑ, ΑΓ τῶ 
ΒΕ, ΕΓ µείζονές εἰσιν. πάλιν, ἐπεὶ τοῦ ΓΕΔ τριγώνου 
αἱ δύο πλευραὶ αἱ ΓΕ, ΕΔ τῆς 
ΓΔ µείζονές εἶσιν, κοινἠὴ προσ- 
κείσθω ΔΒ: αἱ ΓΕ, ΕΒ ἄρα 
τῶ ΓΔ, ΔΒ µείζονές εἰσιν. 
ἀλλὰ τῶ ΒΕ, ΕΓ μείζονες 
ἐδείχθησαν αἱ ΒΑ, ΑΓ’ πολλῷ 
ἄρα αἱ ΒΑ, ΑΓ τῶ ΒΔ, ΔΓ 
µείζονές εἰσιν. 

Πάλιν, ἐπεὶ παντὸ ς τριγώνου ἠἡἐκτὸ ς γωνία τῆς ἐντὸς 
καὶ ἀπεναντίον μείζων ἐστίν, (1.16)τοῦ ΓΔΕ ἄρα τριγώνου ἡ 
ἐκτὸ ς γωνία ἡὓ πὸ ΒΔΓ μείζων ἐστὶ τῆς ὑ πὸ ΓΕΔ. 
διὰ ταῦὺ τὰ τοίνυν καὶ τοῦ ΑΒΕ τριγώνου ἠἐκτὸ ς γωνία 
ἠὺ πὸ ΤΕΒ μείζων ἐστὶ τῆς ὑ πὸ ΒΑΓ. ἀλλὰ τῆς ὃ πὸ 
ΓΕΒ μείζων ἐδείχθη ἡὺ πὸ ΒΔΓ' πολλῷ ἄρα ἡὑ πὸ 
ΒΑΓ μείζων ἐστὶ τῆς ὑ πὸ ΒΑΓ. 

Ἐὰν ἄρα τριγώνου ἐπὶ μιᾶς τᾶ πλευρῶ ἀπὸ τῶ πε- 
ράτων δύο εὐθεῖαι ἐντὸ ς συσταθῶσιν, αἱ συσταθεῖσαι 
τῶ λοιπῶ τοῦ τριγώνου δύο πλευρΏῶ ἐλάττονες μέν 
εἰσιν, ΠΕ.Ζ0Π8 αὲ γωνίαν περιέχουσιν' ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.22 Ἐκ τριῶ εὐθειίδ, αἵ εἰσιν ἴσαι τρισὶ ταῖς δοθείσαις 
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[εὐθείαις], τρἰγωνον συστήσασθαι’ ἄε: αὲ τὰς δύο τῆς 

| οἱρΑἱ πε.Ζοπαἱ εἶναι πάντῃ µεταλαμβανομένας [διὰ τὸ 
καὶ παντὸ ς τριγώνου τὰς δύο πλευρὰς τῆς λοιπῆς µείζο- 
Πα] εἶναι πάντῃ µεταλαμβανομένας]. (1.20) 





ι α 
α β 
. ῃ 
α .. 
Υν 
Δ 7, β Ἡ 9 
ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι τρεῖς εὐθεῖαι αἱ Α, Β, Γ, ὦ αἱ 


δύο τῆς λοιπῆς μείζονες ἔστωσαν πάντῃ µεταλαμβανό - 
μεναι, α{ πὲν Α, Β τῆς Τ, αἴ αὲ Α, Γ τῆς Β, καὶ ἔτι αἱ Β, 
Γ τῆς Α’ δεῖ δὴ ἐκ τῶ ἴσων ταῖς Α, Β, Τ τρἰγωνον 
συστήσασθαι. 

Ἐκκο.σαν {ἰ] αἰναειᾶ ΄ ΓΕ ρερς αςπῦὔπη πὲν κατὰ τὸ 
Ὀ χραἱΓοἱ αὲ κατὰ τὸ Ε, καὶ κείσθω τῃπὲν Α ἴση ἡ 
ΔΖ, {{ αὲ Β ἴση ἡΖΗ, {{ ἀὲ Γ ἴση ἡΗΘ: (1.3)καὶ κέντρῳ 
πὲν τῷ 7, αιαδ{»είϊ αὲ τῷ ΖΔ κύκλος γεγράφθω ὁ 
ΔΚΛ’ ΡΕΙ ἵπ κδπίγ πὲν τῷ Η, αἱαδί»παῖἰ αὲ τῷ ΗΘ 
κύκλος γεγράφθω ὁ ΚΛΘ, καὶ ἐπεζεῦ χθωσαν αἱ Κ7, 

ΚΗ: λέγω, ὅ τι ἐκ τριῶ εὐ θειῶ τῶ ἴσων ταῖς Α, Β, Γ 
τρίἰγῶωνον συνέσταται τὸ ΚΖΗ. 

Ἐπεὶ γὰρ τὸ 7 σημεῖον κέντρον (Ορ.16) ἐστὶ τοῦ ΔΚΛ κὐ- 
κλου, ἴση ἐστὶν ἠΖΔ τῇῃΖΚκ: ἀλλὰ ηΖΔ τῇΑ ἐστιν ἴση. :(Ι«.Ε.Ί) 
καὶ ἠΚΖ ἄρα τῇΑ ἐστιν ἴση. '(Ι.Ε.Ί) πάλιν, ἐπεὶ τὸ Η σημεῖον 
κέντρον (Ορ.16) ἐστὶ τοῦ ΑΚΘ κύκλου, ἴση ἐστιν ἡΗΘ τῃΗκ’ 
ἀλλὰ ΠΗΘ τῇ ἐστιν ἴση: καὶ ἡΚΗ ἄρα τῇ ἐστιν 
ἴση. Τδ{΄ αὲ καὶ ἡΖΗ τῇβ ἴση' αἱ τρεῖς ἄρα εὐ θεῖαι αἱ 
ΚΖ, 2Η, ΗΚ τρισὶ ταῖς Α, Β, Γ ἴσαι εἰσίν. 

Ἐκ τριῶ ἄρα εὐθειῶ τῶ Κ7Ζ, ΖΗ, ΗΚ, αἵ εἰσιν 
ἴσαι τρισὶ ταῖς δοθείσαις εὐθείαις ταῖς Α, Β, Τ, τρἰγω- 
νον συνέσταται τὸ ΚΖΗ: ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


| 23 Πρὸ ς τῇδοθείσῃ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸ ς αὐτῇσημείῳ τῇ 
δοθείσῃ γωνίᾳ εὐ θυγράμµφ ἴσην γωνίαν εὐ θύ γραμμον 
συστήσασθαι. 
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ΆΠΟΔΕΤΞΗ: ἜΕσίνν ! πὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ΑΒ, {Οὄ αὲ πρὸς αὐτῇ 
σημεῖον τὸ Α, Ί αὲ δοθεῖσα γωνία εὐ θύ0γραμµος ἡὗ πὸ 

ΔΓΕ: δεῖ δὴ πρὸ ς τῇδοθείσῃ εὐθείᾳ 

τῇΑΒ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇσημείῳ τῷ 

Α τῇδοθείσῃ γωνίᾳ εὐ θυγράμμφῳ τῇ 

ὃ πὸ ΔΓΕ ἴσην γωνίαν εὐθύ γραμμον 

συστήσασθαι. 

Εἰλήφθω ἐφ' ἑκατέρας τῶ ΓΔ, ΓΕ, 
τυχό ντα σημεῖα τὰ Δ, Ε, καὶ ἐπεζεῦ - 
χθω ΔΕ; καὶ ἐκ τριῶ εὐθειῶ., 
αἵ εἰσιν ἴσαι τρισὶ ταῖς ΓΔ, ΔΕ, ΓΕ, τρἰγῶνον σὺν- 
εστάτω τὸ ΑΖΗ, ἐ5ίε Ί5Πη εἶναι τὴ ν μὲν ΓΔ τῇΑΖ7, 
ἵὅαπ αὲ ΓΕ τῇῃΑΗ, καὶ ἔτι τὴ ν ΔΕ τῃΖΗ.(Ι.22) 

Ἐπεὶ οὖν δύο αἱ ΔΕ, ΓΕ δύο ταῖς ΖΑ, ΑΗ ἴσαι 
εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, καὶ βάσις ἠδΕ βάσει τῇΖΗ ἴση, 
γωνία ἄρα ἠὑ πὸ ΔΓΕ γωνίᾳ τῃὺ πὸ ΖΑΗ ἐστιν ἴση. (1.8) 

Πρὸ ς ἄρα τῇδοθείσῃ εὐθείᾳ τῇῃΑΒ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ 
σηµείῳ τῷ Α τῇδοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ τῇῃὺ πὸ 
ΔΓΕ ἴση γωνία εὐ θύὐγραμµος συνέσταται ἠἡὺ πὸ ΖΑΗ: 
ὅ περ ἔδει ποιῆσαι. 


Ι.24 Ἐὰν δύο τρίγῶνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δύο πλευραῖς 
ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἵὅά4π αὲ γωνίαν τῆς γωνίας 
μείζονα ἔχῃ τὴ ν ὑ πὸ τᾶ ἴσων εὐθειᾶ περιεχοµένην, 

καὶ τὴ ν βάσιν τῆς βάσεως μείζονα ἕξει. 


Δ 
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ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο πλευρὰς τὰς 
ΑΒ, ΑΓ ταῖς δύο πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχοντα 

ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἵ 4η πὲν ΑΒ τῇΔΕ τὴ ν δὲ ΑΓ τῇ 

ΔΖ,  αὲ πρὸ ς τῷ Α γωνία τῆς πρὸς τῷ Δ γωνίας µεί- 

ζων ἔστω: λέγω, ὅ τι καὶ βάσις ΠΒΓ βάσεως τῆς ΕΖ 

μείζων ἐστίν. 

Ἐπεὶ γὰρ μείζων ἠὺ πὸ ΒΑΓ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΔΖ 
γωνίας, συνεστάτω πρὸ ς τῇδΕ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸ ς αὐτῇ 
σηµείῳ τῷ Δ τῃὺ πὸ ΒΑΓ γωνίᾳ ἴση ἠὑ πὸ ΕΔΗ.(Ι.23) καὶ 
κείσθω ὁ ποτέρᾳ τῶ ΑΓ, ΔΖ ἴση ἡΔΗ, καὶ ἐπεζεύῦ - 
χθωσαν αἱ ΕΗ, ΖΗ. 

Ἐρ6 ο8η 15Η ΤΒ{΄Π1 πὲν ΑΒ τῇΔΕ, Ί αἱ ΑΓ τῇΔη, 
δύο δὴ αἱ ΒΑ, ΑΓ δυσὶ ταῖς ΕΔ, ΔΗ ἴσαι εἰσὶν ἕκα- 
τέρα ἑκατέρᾳ: καὶ γωνία ἡὓ πὸ 
ΒΑΓ γωνία τῇῃὺ πὸ ΕΔΗ ἴση' 
βάσις ἄρα ἠΒΓ βάσει τῃΕΗ 
ἐστιν ἴση. (1.4)πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν 
ΠΔΖ τῇῃΔΗ, ἴση ἐστὶ καὶ ἣ 
ὑπὸ ΔΗΖ γωνία τῃὺ πὸ ΔΖΗ:(1.5) 
μείζων ἄρα ἡ ὺ πὸ ΔΖΗ τῆς 
ὑ πὸ ΕΗΖ’ πολλῷ ἄρα μείζων ἐστὶν ἠὑ πὸ ΕΖΗ τῆς 
ὑ πὸ ΕΗΖ. καὶ ἐπεὶ τρὶγωνό ν ἐστι τὸ ΕΖΗ μείζονα 
ἔχον τὴ ν ὑ πὸ ΕΖΗ γωνίαν τῆς ὑπὸ ΕΗΖ, σρ0 ἀἆ τὴν 
μείζονα γωνίαν ἡμείζων πλευρὰ ὃ ποτείνει, μείζων ἄρα 
καὶ πλευρὰ ΊΕΗ τῆς ΕΖ.(1.19) 45Η αὲ ΠΕΗ τῇΒΓ: μείζων 
ἄρα καὶ ΠΒΓ τῆς ΕΖ. 

Ἐὰν ἄρα δύο τρἰγωνα τὰς δύο πλευρὰς δυσὶ πλευραῖς 
ἴσας έχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἴὅάπ Εὲ γωνίαν τῆς γωνίας 
μείζονα ἔχῃ τὴ ν ὑ πὸ τῶ ἴσων εὐθειῶ περιεχοµένην, 
καὶ τὴ ν βάσιν τῆς βάσεως μείζονα ἕξει;: ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι.25 Ἐὰν δύο τρίγὠνα τὰς δύο πλευρὰς δυσὶ πλευραῖς ἴσας 
ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἴὃᾳπ ὲ βάσιν τῆς βάσεως μείζονα 
ἔχῃ, καὶ τὴ ν γωνίαν τῆς γωνίας μείζονα ἕξει τὴ ν ὑ πὸ 

τῶ ἴσων εὐθειῶ περιεχοµένην. 
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ΆΠΟΔΕΤΞΗ: Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο πλευρὰς 
τὰς ΑΒ, ΑΓ ταῖς δύο πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχοντα 
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, [ὅχᾳπ πὲν ΑΒ τῇ 
ΔΕ, ἴὅαπ αὲ ΑΓ τῇδΖ: 0, 95ἱἱ αὲ 
ΠΒΓ βάσεως τῆς ΕΖ μείζων ἔστω' 
λέγω, ὅ τι καὶ γωνία ἡὑ πὸ ΒΑΓ 
γωνίας τῆς ὑ πὸ ΕΔΖ μείζων ἐστίν' 

Εἰ γὰρ µή, ἤ τοι ἴση ἐστὶν αὐ τῇ 
ἢ ἑλάσσων;' 1Η πὲν οὖν οὐκ ἔστιν 
ἡὓὺ πὸ ΒΑΓ τῃὺ πὸ ΕΔΖ: ἴση γὰρ ἂν ἦν καὶ βάσις 
ΠΒΓ βάσει τῃΕΖ/(1.4): οὐκ έστι δέ. οὐ κ ἄρα ἴση ἐστὶ γωνία 
ἡὑ πὸ ΒΑΓ τῃὺπὸ ΕΔΖ: οἱ)ὲ μὴ ν ἐλάσσων ἐστὶν ἠὐ πὸ 
ΒΑΙΓ τῆς ὑπὸ ΕΔΖ: ἐλάσσων γὰρ ἂν ἦν καὶ βάσις ΠΒΓ 
βάσεως τῆς ΕΖ:(Ι.24) οὐ κ έστι δέ' οὐκ ἄρα ἐλάσσων ἐστὶν 


ἠὑ πὸ ΒΑΓ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΔΖ. Τάθ.ααΠ αὲ ὅ τι οὐ δὲ 
ἴση' μείζων ἄρα ἐστὶν ηὺ πὸ ΒΑΓ τῆς ὑπὸ ΕΔΖ. 

Ἐὰν ἄρα δύο τρἰγωνα τὰς δύο πλευρὰς δυσὶ πλευραῖς 
ἴσας έχῃ ἑκατέραν ἑκάτερᾳ, ἴὅαηπ Εὲ βάσιν τῆς βάσεως 
μείζονα ἔχῃ, καὶ τὴ ν γωνίαν τῆς γωνίας μείζονα ἕξει τὴ ν 
ὑ πὸ τῶ ἴσων εὖ θειῶ περιεχοµένην’ ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Ι26 Ἐὰν δύο τρίγὠνα τὰς δῦο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχῃ 
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ µίαν πλευρὰν μιᾶπλευρᾷῖσην ἤ τοι 
τὴ ν πρὸ ς ταῖς ἴσαις γωνίαις ἢ τὴ ν ὓ ποτείνουσαν ὃ πὸ μίαν 
τῶ ἴσων γωνιῶ, καὶ τὰς λοιπὰς πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς 
πλευραῖς ἴσας ἕξει [ἑκατέραν ἑκατέρᾳ] καὶ τὴ ν λοιπὴ ν 
γωνίαν τῇῃλοιπῇῃγωνίᾳ. 


Α 





Β ᾿ Ε 
ἈΠΟΔΕΙΤΕΞΗ: Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο γωνίας τὰς 


ὑ πὸ ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσὶ ταῖς ὃ πὸ ΔΕΖ, ΕΖΔ ἴσας ἔχοντα 
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἴὅᾳπ πὲν ὃ πὸ 
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ΑΒΙΓ τῃὺ πὸ ΔΕΖ, ἴὅαπ αὲ ὑ πὸ 

ΒΓΑ τῇῃὺ πὸ ΕΖΔ: Τόξίνν αὲ καὶ 

µίαν πλευρὰν μιᾷπλευρᾶᾷίσην, 

πρὀ τερον τὴ ν πρὸ ς ταῖς ἴσαις 

γωνίαις τὴ ν ΒΓ τῇΕΖ;: λέγω, 

ὅ τι καὶ τὰς λοιπὰς πλευρὰς ταῖς 

λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἵζά4π πὲν ΑΒ 
{{ ΓΕ {3άΠ αὲ ΑΓ τῇδζ, καὶ τὴ ν λοιπὴ ν γωνίαν τῇῃλοιπῇ 
γωνίᾳ, τὴ ν ὑπὸ ΒΑΓ τῃὺ πὸ ΕΔΖ. 

Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ΠΑΒ τῇδΔΕ, µία αὐτῶ μείζων 
ἐστίν. ἔστω μείζων ἠ ΑΒ, καὶ κείσθω τῇδΕ ἴση ἠΒΗ, 
καὶ ἐπεζεῦ χθω ΊΗΓ. 

Ἐρ6 ο8η 15Η ΤΜ{΄Π 1 πὲν ΒΗ τῇῃδΕ, Ί αὲ ΒΓ τῃΕΖ, 
δύο δὴ αἱ ΒΗ, ΒΓ δυσὶ ταῖς ΔΕ, Ε7Ζ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα 
ἑκατέρᾳ: καὶ γωνία η ὓ πὸ ΗΒΓ γωνίᾳ τῇῃὺ πὸ ΔΕΖ ἴση 
ἐστίν' βάσις ἄρα ΊΗΓ βάσει τῇῃΔ7 ἴση ἐστίν, καὶ τὸ 
ΗΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ λοι- 
παὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται, ὃ φ' ἃς αἱ 
ἴσαι πλευραὶ ὃ ποτείνοῦὺσιν’ (1.4)ΐση ἄρα ἡὑ πὸ ΗΓΒ γωνία τῇ 
ὑπὸ ΔΖΕ. ἀλλὰ ἡὓὑ πὸ ΔΖΕ τῇῃὺ πὸ ΒΓΑ ὑ πό κειται ἴση' 
καὶ ἠὑ πὸ ΒΓΗ ἄρα τῇῃὺ πὸ ΒΓΑ ἴση ἐστίν, Πἐλάσσων 
τῃμείζονι: ὅ περ ἀδύ νατον. οὐκ ἄρα ἄνισό ς ἐστιν ΠΑΒ τῇ 
ΔΕ. ἴση ἄρα. οθί! αὲ καὶ ΠΒΓ τῇΕΖ ἴση: δύο δὴ αἱ ΑΒ, 

ΒΓ δυσὶ ταῖς ΔΕ, Ε7 ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ: καὶ 
γωνία ἠὑ πὸ ΑΒΓ γωνία τῇῃὺ πὸ ΔΕΖ ἐστιν ἴση: βάσις 
ἄρα Ί ΑΓ βάσει τῇδΖ ἴση ἐστίν, καὶ λοιπὴ γωνία ἠὓ πὸ 
ΒΑΙΓ τῇῃλοιπῇῃγωνίᾳ τῇῃὺ πὸ ΕΔΖ ἴση ἐστίν. (1.4) 

᾽Αλλὰ δἡ πάλιν ἔστωσαν αἱ ὑ πὸ τὰς ἴσας γωνίας πλευ- 
ραὶ ὃ ποτείνουσαι ἴσαι, ὡς ΑΒ τῇδΔΕ' λέγω πάλιν, ὅ τι 
καὶ αἱ λοιπαὶ πλευραὶ ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσαι ἔσονται, 
1 πὲν ΑΓ τῇῃδ7, ἶ αὲ ΒΓ τῇΕΖ καὶ ἔτι ἡλοιπὴ γωνία ἢ 
ὑ πὸ ΒΑΓ τῃλοιπῇγωνίᾳ τῇῃὺ πὸ ΕΔΖ ἴση ἐστίν. 

Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ΠΒΓ τῇΕΖ, µία αὐτῶ μείζων 
ἐστίν. ἔστω μείζων, εἰ δυνατό ν, ΊΒΓ, καὶ κείσθω τῃΕΖ 
ἴση 86, καὶ ἐπεζεύ χθω ἠΑθΘ. κα 166 1Η Τί Π 1 πὲν 
ΒΩ1({ ΕΖ 1 αὲ ΑΒ τῇδΕ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΘ δυσὶ ταῖς 
ΔΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ: καὶ γωνίας ἴσας 
περιέχουσιν’' βάσις ἄρα ἠ ΑΘ βάσει τῇδ7 ἴση ἐστίν, καὶ 
τὸ ΑΒΘ τρἰγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ 
λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται, ὑ φ’ ἃς αἱ 
ἴσαι πλευραὶ ὃ ποτείνοὺσιν’ (Ι.4)ΐἴση ἄρα ἐστὶν ἠὑὺ πὸ ΒΘΑ 
γωνία τῇῃὺ πὸ ΕΖΔ. ἀλλὰ ἠὑ πὸ ΕΖΔ τῃὺ πὸ ΒΓΑ ἐστιν 
ἴση: τριγώνου δὴ τοῦ ΑΘΓ ἠἐκτὸ ς γωνία η ὓ πὸ ΒΘΑ 
ἴση ἐστὶ τῃἐντὸ ς καὶ ἀπεναντίον τῇῃὺ πὸ ΒΓΑ' ὅ περ 
ἀδύ νατον. (1.16)οὺ κ ἄρα ἄνισό ς ἐστιν ΠΒΓ τῃΕΖ; ἴση ἄρα. 
τΨ{΄ αὲ καὶ ἠΑΒ τῇΔδΕ ἴση. δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δύο ταῖς 
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ΔΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ: καὶ γωνίας ἴσας 
περιέχουσι' βάσις ἄρα ΑΓ βάσει τῇδΖ ἴση ἐστίν, καὶ 
τὸ ΑΒΓ τρἰγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἴσον καὶ λοιπὴ 
γωνία ἡὓ πὸ ΒΑΓ τῇῃλοιπῇγωνίᾳ τῇῃὺ πὸ ΕΔΖ ἴση. (1.4) 

Ἐὰν ἄρα δύο τρἰγωνα τὰς δύο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας 
ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ µίαν πλευρὰν μιᾷπλευρᾷῖσην 
ἤ τοι τὴ ν πρὸ ς ταῖς ἴσαις γωνίαις, ἢ τὴ ν ὓ ποτείνουσαν 
ὑ πὸ μίαν τῶ ἴσων γωνιῶ, καὶ τὰς λοιπὰς πλευρὰς ταῖς 
λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει καὶ τὴ ν λοιπὴ ν γωνίαν τῇ 
λοιπῇῃγωνίᾳ: ὅ περ ἔδει δεῖξαι. 


Πίνακας λογικής διάθρωσης των προτάσεων Ι.Ί-Ι.26 των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 









































(α/α) Προτάσεις | Αξιώματ | Όροι Κοινές έννοιες Κρυφά 

|. α αξιώματα” 
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Η παραπάνω λογική διάθρωση δείχνειτις προαπαιτούµενες και το είδος κάθε 
πρότασης που χρησιμοποιούνται σε κάθε απόδειξη. 

Καταφαίνεται έτσι ότι η σειρά δόμησης είναι αυστηρή σε µια οιονεί διαδικασία 
οικοδόμησης. 

Φυσικά σε όλες τις προτάσεις, οι προαπαιτούµενες έχουν παρατεθεί στο βιβλίο 
σε πρότερη θέση. Μέχρι πρόσφατα, αλλά και σήµερα, κάποιες από τις 
προσπάθειες επέµβασης στην Ευκλείδεια αντίληψη είναι η αλλαγή στην σειρά 
κάποιων προτάσεων, χωρίς να µεταβληθεί η δοµή τις εξάρτησης των επόμενων 
από τις προηγούμενες προτάσεις. 
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Μια εδεικτική λογική διάθρωση ενός σπουδαίου θεωρήματος, του 





Πυθαγορείου. 





ΣΤΟ πάρα πάνω σχήμα οι αριθμοί υποδηλώνουν την αρίθµηση Των προτάσεων 
στο βΙβΛίο Ι. των Στοιχείων .(Από το «ΤΠΘ Ο/ΓΘ86Κ 0οποεθρί οἳ ΡΓΟΟΙ» σειρά ΜΑ29Ο 
: Τορίος ἵπ {πε Πἰδίοηγ οἱ ΜαίΠεηπαίϊΐο5, του Αγγλικού Ανοικτού Πανεπιστηµίου) 


ΤΑ ΚΡΥΦΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ 


Τα παρακάτω «κρυφά αξιώματα» , είναι µια οµάδα , που ο Ευκλείδης θα 

μπορούσε να συμπεριλάβει στις κοινές έννοιες, αλλά δεν ετέθησαν .Υπάρχουν 

στις προτάσεις |.6.,Ι.,.16.,Ι.Ίή, 1.19. Παρατίθενται µε λεκτική διατύπωση, 

αλλά και µε σύγχρονη µαθηµατική γλώσσα. 

1. Αν δύο µεγέθη δεν είναι ίσα, τότε θα είναι άνισα.(Αν [όχι χξψ ], τότε [χεψ ή 
Ην (1.6) 


2.Δύο μεγέθη δεν μπορούν ταυτοχρόνως να είναι και ίσα και άνισα (1.6) 


. 
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3. Δύο αρνήσεις κάνουν µια κατάφαση. (Αν το Χ δεν είναι διάφορο του Ψ, τότε θα 
είναι ίσο µ΄ αυτό)[Αν όχι (χ διάφορο του ψ), τότε 


ο ρου ο ο ο. (1.6) 
4. Το μικρότερο από κάτι , θα είναι μικρότερο κι απ΄ τοίσο προς αυτό.(Αν χεψ 
και ψξω., τότε Χσα))... έν ννε νε ν ντ κ νκννενν εν εν εν ενω (1.7) 


5. Μεταβατική ιδιότητα της ανισότητας (Αν χ«ψ και ψ«ω, τότε χ«ω (1.7) 
6.Αν δύο μεγέθη είναι ίσα και ένα εξ αυτών άνισο προς τρίτο, τότε Και το άλλο 
οµοίως άνισο προς το τρίτο (Αν χξψ και Ψςω, τότε χ«α)) (1.16) 
7.Αν ένα μέγεθος δεν είναι υπέρτερο άλλου, τότε το άλλο θα είναι υπέρτερο ή ίσο 
(Αν ὀχιΙχΣψ] τότε [χεψ ή χ-ψ](!.19) 
8. Αν ένα µέγεθος δεν είναι έλασσον άλλου κι όχι ίσον, τότε θα είναι μείζον (Η 

αντιθετοαντίστροφη πρόταση της προηγουμένης) (1.19) 
Τουλάχιστον τις παρατηρήσεις επί της |.19 έχει κάνει ο λογικιστής φιλόσοφος 
Γιθρθ. 

ΑΛΛΑ ΚΡΥΦΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ 


() Το αξίωμα της συνέχειας και του μεταξύ 


Στην απόδειξη της |.Ί (Κατασκευή ισοπλεύρου τριγώνου από την πλευρά 
του)υποννοείται ,ότι οι δύο κύκλοι που χρειάζονται για την κατασκευή τέµνονται, 
κάτι που ο Ευκλείδης ίσως να θεώρησε προφανές, αλλά ίσως και όχι.Έθεσε την 
πρόταση αυτή πρώτη στα Στοιχεία του, ίσως για να δείξει την µεγάλη 
σηµασία της, αφού και µε µόνη την χρήση αυτής, μεταγενέστεροι μαθηματικοί 
έδειξαν ότι: 

ο Αν Ακαιβ σηµεία που ευρίσκονται στο εσωτερικό και εξωτερικό κύκλου , τότε 
η ΑΒ τέμνει τον κύκλο. 

ο Κάθε ευθεία που διέρχεται από εσωτερικό σηµείο κύκλου, τον τέμνει σε δύο 
σηµεία. 

ο Ταα, β, γ αποτελούν µήκη πλευρών τριγώνου , αν Και µόνο αν κάθε ένα είναι 
μικρότερο από το άθροισµα των δύο άλλων. 

ο Αν δύο κύκλοι (Α, α) και (Β,β) έχουν ΑΒΞΥ, και κάθε ένα από τα α, β, γ είναι 
μικρότερο από το άθροισµα των δύο άλλων, τότε οι δύο κύκλοι τέμνονται σε 
δύο ακριβώς σηµεία. 

Βεβαίως υπέθεσε ο Ευκλείδης ότι ο κύκλος είναι συνεχής γραµµή που δεν 

µπορεί να θεωρηθεί προφανές. 

Το παρακάτω παράδειγµα είναι χαρακτηριστικό: 

Αν θεωρήσω τον χώρο 32 0ᾶ και επιχειρήσω να κατασκευάσω ισόπλευρο 

τρίγωνο µε την Ευκλείδεια μέθοδο, ισόπλευρο τρίγωνο µε πλευρά αει), τότε µε 

απλή εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήματος οι συντεταγμένες της τρίτης 
κορυφής (χιψ) εἰ” αφού ψε δὶ3022 
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η Φ Έ Έ Έ Έ τ Έ Έ π Έ Ε Έ Έ στ π 
Δ. 
1: π κ γ Ἕ Ε Ἔ ... 1: Έ γ Ἕ κ π Ἴ 
σὅ Ἅ .. κΝ 
π - Έ Έ Έ π Έ Έ κ ἔ Έ Έ Έ 3 π 
γ π Έ Έ Ἕ Ἅ ΤἜ π π ο. ἕ Έ Έ Έ Ἕ π 
. Ὢ . . Σ Ἠ . . Ἕ Ξ - Σ Σ υ Ξ « 
Έ Έ Έ Έ Έ 6 Έ Σ Σ . . γ στ τ 
Α Τ 
. . γ Σ Σ { . Ἕ . Ἔ ο Σ Ὁ Ὁ πι . 
Έ π Έ Έ Έ σ Έ γ π Έ Έ Έ Έ Έ π π 
Έ κ Έ Έ Ἕ στ κ π ση έ Σ Έ Ἕ Ἕ τ . 
κ 
. Ὢ κ Σ τ γ . νο « Σ . υ ῃ . « 
Ξ π . . Ἐ -- Ξ . η Ἐ Σ Τ γ . . ῃ 


Στα σύγχρονα αξιωµατικά συστήµατα θεμελίωσης της Γεωμετρίας η τοµή των 
δύο κύκλων εξασφαλίζεται από τα αξιώματα της συνέχειας και του μεταξύ. 

Τον 19” αιώνα ο Ρ85Η εισήγαγε (1882) την έννοια του μεταξύ για τρία σηµεία. 
Το σύστηµα αυτό βελτιώθηκε (βελτίὠωση σηµαίνει συρίκνωση του αριθμού µη 
οριζόµενων στοιχείων ή αξιωμάτων) από τον Ρθ8πο (1889) υπήρξε και το 
σύστηµα του Βἱθη (18989) 

Τον 20ο αιώνα το σύστηµα Νερἰεπ (1904) που βελτίὠνε το του Ρ85Η του ΕοΓάθΓ 
(1924) , πορἰπδοπ( 1940) Ι ονἰ (1960)κ.λπ. 

Την µεγάλη θέση όµως ανάµεσα σε όλα τα συστήµατα , καταλαμµβάνεουν τα 
συστήµατα των ΗΙρει-Ευκλείδη (1899) και ΒΙΠΚΠΟΗ (1932) 

Αναφέρουµε το αξίωμα του Ρ85Η (Αξίωμα του «μεταξύ») 

Έστω τρία σηµεία Α,Β,/, µη κείµενα επί της Ιδίας γραμμής, και έστω (ε) µία 
γραµµή επί του επιπέδου (ΑΒ/Γ) η οποία δεν διέρχεται από Κανένα από Τα Α, Β, Γ. 
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Τότε: Αν η (ε) διέρχεται από σηµείο του Τµήµατος ΑΒ, Θα διέρχεται και από σηµείο 
του Τµήµατος ΑΙ ή ΒΓ. 

Αξίωµα του Γοεαοκἰηί (Αξίωμα της συνέχειας) 

Για Κάθε διαµέριση Των σηµείων µιας γραμμής σε δύο µη κενά σύνολα, έτσι ώστε 
κανένα σηµείο του ενός συνόλου να κείται μεταξύ των σημείων του άλλου,, 
υπάρχει σηµείο του ενός συνόλου, Το οποίο κείται µεταξύ κάθε στοιχείου του 
Ιδίου συνόλου και κάθε στοιχείου Του άλλου συνόλου. 

Όμως ο μέγιστος ιστορικός της μαθηματικής επιστήµης ΘΦἱΓ ΤΠποπι85 Ηθαίῃ µας 
λέει ότι το αίηµα 3, δηλαδή το πώς «με κάθε κέντρο και µε κάθε ακτίνα µπορεί 
να γραφεί κύκλος, αυτό µας εξασφαλίζει και το άπειρον του Ευκλειδείου χώρου, 
αλλά και την συνέχεια . Προφανώς η λέξη «κάθε» εξασφαλίζει το «οσοδήποτε 
µεγάλη ακτίνα και οσοδήποτε µικρή» , εκφράσεις που παραπέμπουν κατ’ ουσίαν 
σε σύγχρονους «εψιλοντικούς» ορισμούς για το άπειρο και το απειροστό. 


(1)Το αναλλοίωτο Των σχημάτων κατά την µετακίνηση- επίθεση (υπέρθεση) των 
σχημάτων 


Στις αποδείξεις των |.4 και |.8., ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί την µέθοδο της 
υπέρθεσης (επίθεσης) δύο σχημάτων. Φαίνεται να είναι µια πολύ αρχαιότερη 
του Ευκλείδη µέθοδος αποδείξεως, την χρήση της οποίας αποφεύγει να κάνει ο 
Ευκλείδης και την χρησιμοποιεί µόνο στις προειρηµένες δύο προτάσεις, παρ΄ ότι 
εύκολα λ.χ. τις |.2 και |.2 πράγμα που δεν κάνει. Η μέθοδος αυτή έχει υποστεί την 
κριτική ότι είναι µηχανική υπονοώντας έναν οιονεί πειραματικό χαρακτήρα, 
πράγμα που κατά την γνώµη πολλών είναι υπερβολικό έως άτοπο , αφού είναι 
σαφής ο στοχαστικός Χαρακτήρας της υπέρθεσης των σχημάτων. 
Όπιωσδήποτε όµως, το ότι κατά την μετακίνησή του το σχήµα μένει αμετάβλητο, 
τουλάχιστον µε την οπτική που επιβάλουν τα σύγχρονα µαθηµατικά δεν είναι 
προφανές, αν και κατά την γνώµη άλλων σχολιαστών (Σερ ΤΠοπι85 Ηθθίη) το 4” 
Αίτημα της ισότητας όλων των ορθών γωνιών , ουσιαστικά ισοδυναμεί µε την 
αρχή του αναλοίωτου των σχημάτων ή της οµοιογένειας του χώρου. 

Ο συλλογισμός που παραθέτει ο Ηθαίῃ είναι ο εξής: 

Το αίτημα 4, καταχωρίζεται συχνά ως θεώρημα. Αλλά σε Κάθε περίπτωση θα 
έπρεπε κα καταχωριστεί πριν από το αίτηµα 5, για τον λόγω του ότι αυτό δεν θα 
αποτελούσε κριτήριο για το αν οι ορθές αποτελούν καθορισμένα µεγέθη.. Αν 
λοιπόν το αίτηµα 4 επρόκειτο να αποδειχθεί ὡς θεώρημα, θα μπορούσε να 
αποδειχθεί µε ένα ζεύγος προσκειµέὸνων ορθών γωνιών σε ένα άλλο ζεύγος 
γωνιών Αυτή η µέθοδος δεν θα μπορούσε να ισχύσει, παρά µόνο µε βάση την 
αρχή του αναλοίωτου των σχηµάτων., η οποία θα έπρεπε να καθιερωθεί ως 
αίτηµα προηγούμενο. Ο ευκλείδης λοιπόν, προετίµησε να επιβεβαιώσει µε απηµα 
ότι όλες οι ορθές είναιίσες, πράγμα που ισοδυναμεί µε την αρχή του αναλοίωτου 
των σχημάτων ή της οµοιογένειας του χώρου. 

Στην σύγχρονη θεµελίώση του Η]ρεγί η πρόταση Ι.4 αποτελεί αξίωμα και 
µάλιστα όπως ο Ηἰ]ρογί απέξειξε, ανεξάρτητο από τα άλλα. 
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1) Δύο παρατηρήσεις στα αξιώματα Ί και 2 


Το Αίτημα Ί εξασφαλίζει την ύπαρξη ευθείας , αλλά όχι την µοναδικότητά της, 
κάτι που ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί στα στοιχεία του. 

Επίσης, το Αίτημα 2 ,µας εξασφαλίζει ότι μπορούμε να εκτείνουµε ευθύγραμμο 
τµήµα συνεχώς και ευθυγράµµως, κάτι που δεν είναι απολύτως σαφές ότι η 
ευθεία έχει άπειρο µήκος. Αυτά, σύμφωνα µε κάποιες (μάλλον υπερβολικές) 
κριτικές. ( 68ή9 Β.ΒΟΥεΓ-)ΐ8 6. ΜεΓΖ08οµ “Ἱστορία Μαθηματικών’᾿Εκδόσεις 
Πνευματικού ΑΘΗΝΑ --1977) Κατά την γνώµη µας όµως, η κριτική αυτή είναι 
και άτοπη , αφού η σύγχρονη έννοια του απείρου απαιτεί την απεριόριστη 
μεγέθυνση , κάτι που είναι κοινός τόπος μεταξύ των μαθηματικών . Δηλαδή, 
κάθε ευθύγραμμο τµήµα προεκτείνεται συνεχώς και ευθυγράµμµως κατά όσο 
(προφανώς ) θέλουμε, άρα έχει άπειρο µήκος. 

Ο σχολιασμός του 9ΦΙΓ ΤΠοΟΠΙ85 ΗαθαίῃΗ επί των αιτημάτων Ί και 2, εἶναι ότι το 
δεύτερο σε σχέση µε το πρώτο εξασφαλίζει την μοναδικότητα της ευθείας που 
ορίζουν δύο σηµεία , αφού το πρώτο εξασφαλίζει την μοναδικότητα του 
ευθυγράµµου τµήµατος, ενώ µε την δυνατότητα απεριόριστης προέκτασης που 
έχουµε µε το δεύτερο, έχοµε το συμπέρασμα και για την ευθεία. Επί πλέον ο 
Ηθαίῃ ισχυρίζεται , ότι τα δύο αυτά αιτήµατα, εξασφαλίζουν το ότι δύο ευθείες 
δεν μπορούν να περικλείουν επιφάνεια και ότι (συνεπώς) το «κρυφό αξίωμα» 
που παραθέτει ο Ευκλείδης στην |.4 (Δύο ευθείες δεν περικλείουν επιφάνεια)δεν 
χρειάζεται. 

Επίσης ο Ηθαίῃ διετύπωσε , ότι το αίτηµα 2, συνεπάγεται το θεώρηµα που έθεσε 
ως πόρισµατης|.11 ο Θίπιδομ , ότι δηλαδή αν δύο ευθείες έχουν κοινό ευθ. 
τµήµα, τότε συμπίπτουν. 
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ο Φιάϊο, ο 


ΒΟΟΚ. 1. 
ΡΚΟΡΟΣΡΙΤΙΟΝ 1. ΡΚΟΒΙ,.ΕΜ. 





ΦΜΝ ᾱα οσοι πιο 
 αἰσλς [πο (---) νὰ 
(ο ο[ογίδε αἩ οφ ζ]α- 


{ογαί ἐγηρήο. 


Ὠείοτιδοα απά 


(ρο(εμ]ατε 1.); ἀτανν «----- απά ------(ροβ, τ.). 


ἴπει ννΙ]] Δ Ρε εφια[]α(εγα]. 


Εοι ----- --- (4ο τς.); 


απά --- ---- (ἀεί {ς.), 


ο ει Ξ τι (αχίοπι. 1.); 


απ (]λεγοίογε 6 ὴ ἴφ το εφ ]αιεταὶ τγαηρ]ε τοφμἰτεὰ, 
Ω. Ε. Ρ. 
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Μια περίεργη και πρωτοποριακή έκδοση των πρώτων 6 βιβλίων του Ευκλείδη 
έγινε το 1847 από τον ΟΙίνει ΒγΓΠθΘ. Δίνει έµφαση στο χρώμα και την 
σχηµατικότητα των αποδείξεων , ώστε να είναι προσιτή µε τους ελάχιστους 
δυνατούς γλωσσικούς φραγμούς. Εδώ οι προτάσεις Ι.1 , |.2, Ι.3 
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